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<l  iiù  I  Mil  (It'dilit 

nis  h'  -  '  "*  ' 

col  H  sio  .1  ^in  r'  -i-r.nr  ,| 


Dapri'^  I  ((liiafinii  (11.)  nii  a  nicdic  dans  Ir  iiirim-  triangle 

fotC'sin  i4sinb -t-nis  .4—    .  ,  =  '> 

ros  ( 

l't  apri's  V  avoir  substitiir  la  \alciir  (h-  cos /.'  (|n  on   vient  il.'  trouver, 

otC'sin  JsinJ>'  +  cosyl  =  ^^^  ^.^.^   ,  sin,+r..s.l  " 

On   en  (Ifdnit   I  t'(|iiHtioii 

_    .     .,      siu  yl — roi  y;  siu  <  '  cos  ^ 

qui  divist'f  par  la  valnir  de  ros//  doiiin' 

c»)s  c'  tôt  C  taiifr  />'  =  siii  J—  cot  B  siii  c'  cos  ^. 

Kii  y  .substituant  la  valcui-  de  faiifj;  //  tirée  de  léquatioii  (7.).  après  y  avoir  chan- 
gé préalableiui'ut  les  lettres  ii\  A  contre  c\  C,  on  a 

sin  r'  ros  C— sin  A  sin  B — cos  B  sin  c'  cos  A. 

Kn  divisant  cette  équation  par  sin  c'  rt  en  changeant  convenablement  les  lettres. 
on  a  enfin 

12.       co.s  .4  +  cos  ij  cos  C — 

sm  a 

Kn  y  rassemblant  toutes  les  équations  (7.),  (10.),  (11).  (12.)  nous  avons  donc 

f  tang  «'  sin -J      tiuv^b'  sinB  — 0. 

I    eus  .1    cos?;     COS(:"+  ,         —  1=0, 

I  SID  II 

1'^.   !  ^  1.     •       .  Il       cos»'        - 

I  cot  .i   sni  />   ^iii  c  4-cos  y>—  ,— <•. 

j  CHS  (/ 

I  cos^  +  cos/î  cos  c  —         .      ,       —0. 
(  sin  II 

quatre  équations  oii  les  lettres  a',  h',  r'  peuvent  se  permuter  en  même  fems  que 
leurs    con-espondantes    A.  B.  C    et  fournir    de  cette    manière  If»  équations    qui 
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tmitfs  se  rappoitiiit  a  un  triangle  rcctilignc  ddiit  los  côtrs  a.  h.  c  sont  arbitraires. 
11  (Il  suit  que  si  du  nombre  de  ces  15  équations  on  n'en  choisit  que  trois 
à  volonté  et  de  manière  seulement  qu'elles  puissent  servir  à  déterminer  trois 
inconnues  paimi  les  six  quantités  a.  h.  c.  A.  B.  C.  lorsque  les  trois  autres  sont 
regardées  comme  données,  les  12  équations  restantes  y  seront  déjà  compiises 
d'elles-même.  Donc  ])our  ravoir  toutes  les  15  équations  dont  nous  parlons,  on  n'a 
par  exemple  qu'à  garder  la  seconde  seulement  et  la  rapporte)-  à  tous  les  angles 
A.  B.  C  indifféremment.  Poui-  ne  laisser  pourtant  aucun  doute  sur  cela  nous  allons 
le  démontrer  comme  il  suit. 


au 


Si  ou 

lllt't  "' 

V-1. 

1 

"•os  o' 

icll    lie 

II'  y — 1.  r'  y  —  1  au  lieu  de  n'.  h',  r'  et  ensuite 


V— 1.  tangrt'.         V— 1.  ^'mn'. 


sin  a'.         cos  rt',         cot  rt', 
les  é(|Uiitioiis  (i;!.i  se  transforuieiit  en 
sia  A        sin  JJ 


14. 


.      ,        .    ,,0. 
sin  (I        siD  /; 

cos  ^  sin  b'  sinc'  +  cosl'  cos  c' — cosrt'  =  0, 

cos  A  sin  B  -t-  cos  B  cos  c' —  cet  a  sin  c'  «  0, 

cos  A  +  cos  B  cos  C—  sin  B  sin  C  cos  n'  =  0. 


Ce  sont  les  équations  connues  de  la  trigonométrie  sphérique  et  dont  la 
vérité,  comme  je  l'ai  prouvé  dans  les  mémoires  cités,  est  indépendante  de  liine 
ou  de  l'autre  hypothèse  sur  la  somme  des  angles  dans  un  triangle  rectiligne.  Or 
on  sait  que  la  seconde  des  équations  (14.)  l'apportée  aux  trois  angles  A.  B.  C, 
fourjiit  à  elle  seule  toutes  les  antres  pour  un  triangle  sphérique;  il  doit  donc  en 
être  de  même  avec  les  équations  (13.)  qui  toutes  dérivent  ainsi  de  la  seconde 
d'entre  elles.  Après  cela  nous  nous  croyons  en  droit  d'avancei-  (]ue  ce  (pii  sera 
prouvé  pour  cette  seconde  équation,  le  sera  de  même  pour  les  trois  autres  équa- 
tions (13.). 

Recherchons  nuintcnant.  si  les  équations  (13.)  suflfisent  pour  tous  les  tri- 
angles rectilignes  possibles.  Or  pour  qu'un  triangle  rectiligne  puisse  exister,  indé- 
pendemmenf  de  t<inte  hypothèse  sur  la  soinme  de  ses  angles,  on  n'a  qu'à  satis- 
faire à  ces  deux  conditions:  1".  Les  trois  côtés  peuvent  être  aibitraires,  pouiTU 
que  la  somme  de  deux  côtt's  surpasse  en  grandeur  la  troisième;    2\    Deux  côtés 


II  y  a  à  pi'ii  [iiTs  cinri  ans  que  j'ai  fait  insf^rf-r  flans  un  jhiiiiihI  scicntitiqn»? 
qui  paraissait  à  ('azaii.    qiiclf|iu's  articles  sur  les  l'-lrmcns  de  la  ^'<''<iiinfrif.   Apn-s 
y  avoir  (k-veloppc    uni'  nouvclk'   tlnnrie  fies  paralU-ii-s   j  ai  taclié  di-  prouver  que 
rien  n  autorise,  si  ce  ne  sont  les  observations  flirectes,  de  supposer  dans  un  tri- 
angle rectiligne  la  soniuu'  <les  angles  égale  k  deux  angles  droits,    et  que  la  géo- 
métrie n  en  peut  pas  moins  exister,  si  non  «laus  la  nature,  au  moins  dans  I  ana- 
lyse,   lorsqu'on  admet  l'Inpotlièse  de  la  somme  des  angles  moindre  que  la  d»-mi- 
oirconférence  du  cercle.  Dans  les  articles  cités  j'étais  même  parvenu,  pai- des  con- 
sidérations toujours  géométriques  et  ne  m'appuyant  que  sur  cette   nouvelle  hypo- 
thèse, à  donner  des  équations  fondamet» taies  pour  le  rappoit  entre  les  cAtés  et  les 
angles    d  un  triangle  lectiligne;    enfin  j  ai  donné  aussi    les  expressions    générales 
pour  les  élémens  ditt'erentiels  des  lignes  courbes,    des  surfaces  et  du  volume  des 
corps  dans  cette  géométrie  nouvelle  que  je  veux  nommer  imn/i/nnirr.    Cependant 
resserré  alors  dans  les  limites  d  un  journal,  je  ne  crois  pas  avoir  traité  ce  sujet 
avec  tout  le  détail  nécessaire.  Je  m'aperçois  h  présent  que  beaucmip  de  proposi- 
tions que  j'y  ai  annruicées  sans  en  (Joruier  en  même  temps  les  démonstrations,   et 
le  peu  de  développement  qu'on  doit  rémarquer  d'abord  dans  des  calculs  fort  longs 
et  embarassants.    n  ont  peut  être  que  trop  contribué    à  rendre  inintelligible   tout 
mon  travail  et  à  jeter  même  du  doute  sur  la  vérité  de  ce  que  je  voulais  y  énon- 
cer.   Mais  si  d  un  coté   je  ne  désirais    revenir    sur  cette  matière   qu'en  écrivant 
déjà  d  a|)rès  un  plan  un  peu  \)\\is  étendu;  de  lautre  je  me  suis  résolu  à  soumettre 
encore  une  fois  au  jugement  des  savans  les  lésultats  que  j'ai  obtenus,  en  les  vé- 
rifiant d'une  manière  ntmvelle.  C'est  en  rebroussant  pour  aiiisi  dire  chemin  et  en 
partant  d  abord  des  équations  fondamentales  (pie  je  tacherai   d  introduire  leur  a<lop- 
tion  dans  la  géométrie  et  de  mettre  hors    de  doute  (pi  ils  jiuissent  jamais  mener 
à  une  absurdité,  sous  quelque  rapport  que  ce  soit. 

Soit  (■  la  ba.se  des  btgarithmes  naturels,  rr  le  rajiport  de  la  circonfénMice 
du  cercle  à  son  diamètre.  Désignons  par  n  un  nombre  (pielionque  positif  et  qui 
représente  en  mênu'  tems  la  longueur  dime  ligne  di-oite;  a'  un  angle  "^0.  <  l  rr 

73* 
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qui  on  flépend  et  dont  la  valeur    peut  être  cachilée    au  moyen  d'une  de  ce  trois 
equationt>  identiques 

«i"  «' = ^^t  '      *^os  «' = ^1  '      cot  7  a'  =  e«. 

Nous  continerons  de  même  à  accentuer  une  lettre  pour  désigner  un  angle 
qui  en  dépend  de  la  même  manière  que  a'  dérive  de  a. 

Soient  à  présent  p.  q  deux  côtés  dun  triangle  rectiligne  rectangle;  P.  Q  les 
deux  angles  opposés,  r  l'hypothénuse.  J'ai  démontré  qu'en  supposant  P4-Ç<7?r,  on  a 

1.  sinr'  =  siii^'  shiq', 

2.  siii  r'  =  tang  P  tang  Q, 

3.  tang  r'  =  tang  ^'  sin  P. 

Ces  trois  équations,  indépendamment  de  ce  que  j)',  q'.  r'.  P,  Q  sont  sensées 
déjà  y  représenter,  peuvent  être  regardées  .comme  autant  de  conditions  qui  limi- 
tent le  nomhi-e  dos  inconnues  arbitraires. 

La  combinaison  de  la  première  avec  la  troisième  nous  donne 

cosr'  sinP=('osp'  sin  g'. 

Après   avoir   élevé  cette   nouvelle  équation   au  carré,    si  on  y  met  la  valeur  de 
sinp'  tirée  de  l'équation  (1.),  on  a 

4.  cos  j'  =  cosr'  cos  P 

sans  ambiguité  des  signes  à  cause  de  tous  les  angles  aigus. 
En  éliminant  r'  des  équations  (.3.),  (4.)  on  aura 

5.  tang  P=  cos  p'  tang  q'. 

En  faisant  la  même  chose  dans  les  équations  (2.),  (3.),  on  trouve 

6.  sin  Ç-»  sin  ^'  cos  P. 

Des  équations  (2.),  (4.)  dérive  encoi-e  une  nouvelle  équation 

tang  r'  =  tang  q^  sin  Q 

qui  est  par  iapport<  à  q',  Q  ce  que  l'équation  (3.)  est  par  rapport  à^,  P.  et  dont 
les  combinaisons  avec  les  deux  premières  (1).  (2.)  frurniront  dos  équations  sem- 
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blahlfs  à  (4.),  (5.).  (6.)    où  l'on  n'a  flans  ce  but  qu'à   fliaiiRt-r  los  Ir-ttivs  ;/.  7" 
P,  ^  roiiHf  q'.  p\  Q.  P. 

Il  suit  (lect'lii  qut*  les  trois  équations  (1.),  (2.).  (3.)  uuefois  adnji.sus  coninie 
apparti'iiantt's  à  un  triangU'  ivctiligne  rectanj^Ic  «Inut  p.  q  sont  les  côtt's,  r  l'by- 
potlii'iiuse  F,  <i>  les  angles  opposées  à  ^,  q.  toutes  les  six  équations  (1.),  (2.).  (3.), 
(4.),  (5.),  (6.)  y  appaitit'iidronf  de  uiônu'  telles  qu'elles  sont,  ou  avec  le  diange- 
nient  correspondaiif  des  lettres  dans  celles  de  ces  équations  qui  ne  sont  pas  syni- 
niétriques  par  rajjport  aux  quantités  p',  q',  r',  P,  Q. 

Soient  à  présent  «,  b.  c  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectiligne  quelconque; 
A,  B.  C  les  angles  opposées  à  ces  côtés.  Supposons  d'abord  que  A<-jjr.  Bk^-.tt 
(Fig.  1.).  parcequ'il  y  aura  toujours  au  moins  deux  pareils  angles  parmi  les  trois 
angles  A.  B.  C.  Du  point  d  inteisection  conniiun  aux  lignes  a,  b.  menons  la 
perpendiculaire  x  à  la  base  c  du  triangle,  et  nommons  y  la  pailie  d«>  c  coupée 
du  côté  de  langle  A,  c—y^z  celle  du  côté  de  l'angle  B.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle dont  les  côtés  sont  &.  a:,  y  on  a  d'après  1  équation  (3.) 

tang  //—  tang^'  sin  A. 

De  la  même  manièie  flans  le  triangle  dont  les  côtés  sont  «,  .r,  z,  nous  avons 

tang  n  =  tang  x'  sin  B. 
D'oii  il  suit  que 

7.     tang  (»'  sin  .1  =  tang />    sin  B. 

lia  môme  chose  eût  été  ti-ouvée    si  I  on  eût  supposé  l'un  des  deux  angles  .4,  B 
obtu. 

Dans  le  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  b,  .r,  y.  on  a  encore  d'après 
l'équation  (4.j 

cosy'  — cosb'  cos^. 
d'oîi  l'on  tire 

,        1  -f-cos  //  cos  A 
'       1  — fos//cos.l 

De  la  même  manière  dans  le  triangle  rectangle  dont    les  côtés  sont  a,  x.  2.    on 
tiouve 

,-        1  +fos  II'  cos  Ji 
1  —cos  a'  eo8  B 
l'ar  conséquent 

"  ^  «  —cos  a'  eôsJi'  ^  1  —cos  //  co»  A  '  ' 
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Si  un  des  anirles  A,  B.  par  exemple  A  est  ohtu  (Fig.  •!.).  la  pcipondiru- 
laire  r  omipera  lo  ])rolon£:('nieiit  de  la  liffiU'  r  h  la  distaiipc  y  du  sonmiet  de 
l'anirle  A.  et  à  la  distance  r  =  c  +  y  du  soinincf  de  l'angle  /?.  Dans  ce  cas  on 
aura  donc 

ces  y'  =  —  ces  //  ces  ^.       cos  ^-'  =cns  «'  eos  /?, 
puis 

,      1  —  cos//  l'Os,]  .    1  +  cos ^/' f.os  y; 

r    il  =  .  r   -  = 

•       I  +  nos  //  CHS  .1  I  —  oos  (/  cos  H 

Kn  réunissant  ces  deux  équations  on  a  de  nouveau  l'équation  (8.)  qui  se  rapporte 
ainsi  à  tous  les  trianiïles  en  uénéral  t't  peut  eiicoi-e  se  j)i(''sontor  sous  cett(>  autre 

forme: 

-,,      !/' '- — 1 1— (('-■'■+ 1)  COS //'  ros  .1 

fos  a    cos  B  =    ^      ,  „      ,.         ■,---    . 

/  -^  4-  1  —  le-'  —  1  )  cos  h'  cos  A 

ou  bien  d'après  la  notation  adoptée 

,  „         cos  (•' —  COS./;'   CfiS  .1 

9.       cos  a    cos  B= ,  ,,     "  , 

I  — cas  /;   CHS  r    COS  .1 

En  V  mettant  la  valeur  de  cos  i?  tiiée  de  l'équation  (7.).  nous  avons 

-s  ■         n      ■        At        *trs         /    cos  r'—  cos//   cos.  1     ' 

coso  —  sin  ft    sm  yl' cot  0   =    ,  ,,  ,;  . 

>  1 — cost)  cos  c  cos  A' 

D'oii   il  suit  que 

....         ,,,         -12       1 —  cos  //^  cos  .1* 

sin  a    (  1  +SU1  A-  cet  ^")  =sin  c     -, ,7—;;;-,  „„  A\i  ■ 

(  1  — cos  //  cos  e'  cos  A) 

Après  avoir  multiplié  cette  équation  par  mxV  et  divisée  par  1— cos //'  cos  ^*, 
si  l'on  extrait  la  racine  carrée,  on  aura  enfin  l'équation 

sin  //  sin  c'      -  1  ,  .  a 

10.  -  -  =1 —  cos  //  cos  c    cos  A. 

sin  (t 

Le  pr<iduit  de  cette  équation  avec  l'équation  l'.l.)  donne  celle-ci 

cot  d'  cos  B  sin  //  sin  c'  =  cos  r' —  eus  //'  cos  A. 
qui   a|)rès  la  substitution  de  la  vaieui-  de  cot  «' tirée  de  recpiation   |7.).  se  change  en 

ros  ' 

11.       cot  iR  sin  .4  sin  r' -h cos /l ,,  =  '•• 

CHS  h 
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ft  l'aiii:U'  entre    eux  j)euvent  être  arbitinires.    Cette  dernière    condition    est  déjà 
remplie  dans  la  seconde  des  é((iiations  (li),  qui  nous  donne  sur  le  rli;tnip 

sio  //  si  a  r' 
S'il  n  =  ,  ,,         ,         ,  . 

1  —  rcs  //  ce»  r  ros  A 

Or  il  est  clair  que 

1 1-  2  sin  ',  A'  cos  h'  cos  c'>  cos  (lï—  c') 

et  puis  en  soustrayant  des  deux  côtés  cosb'  cds  r',  on  a 

1  —  cos  //  cos  (■'  cos  A^-  sin  //  sin  c'. 

Donc  sinrt'<l.    donc  la  l'oiniation  du  trianfjle    fst  possible  quels    que  soient  les 
côtés  h',  c',  et  leur  anjîle  d'inclinaison  A. 

l'our  véritier    I  autic  condifiun,    nous  couiniein'ons   d  abord  jiar  poser  la  va- 
leur de 

.  1         sin  «'  —  sia  //  sio  r' 

cos  A=      -, .    ,, ,  -    , 

sin  n  CM  I)  cos  r 

qu'on    tire    aisément  de  la  seconde  des  équations  (13.).    Après  y  avoir  substitué 
les  expressions  pour  les  lignes  trigonométriques,  nous  avons 

cos  .4=  .  -  -       ■'. 

D'où  l'on  déduit  en  y  mettant  a  =  h  —  c  +  a: 

COSL^»»'.';''"'"-''""'""'-*' 

•  (r'*— Ijlr»'-— Il 

Supposons  que  î);>0.  et  soit 

c'''-l+/?,       «'<^=.l-»-y,       c'-'-l-Kf, 

de  sorte  qu'un  a  iK'cessairement 

G»  0.      /?>  y,       y>  â. 

74 
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Après  cela  on  trouve  ces  deux  expressions  poui-  ces  {  A*: 


i  1     ,  â' 


c  os  :  ,-1  '  =  1  -  <î  [  ^  -  ^^j^^  I  -  ^^^-^-^ , 

dont  la  première  nous  dt'uiontre  que  cos;  .-J^^O.   et  la  seconde  que  cos:'-4"<l, 
par  conséquent  la  valeur  de  A  aussi  bien  que  celle  de  B  et  de  C  sont  l'éelles. 

Pour  faire  voir  quelle  est  la  somme  des  angles  dans  un  triangle  rectiligne, 
que  les  équations  (13.)  supposent,  nous  allons  la  calculer  delà  manière  suivante. 
Reprenons  la  valeur  de  cos.:^'  après  y  avoir  mis  s  =  a  +  b  +  c.  Nous  aurons 

COS  ;  A  = 7 — ; — ; — — 

puis 

sin  ,  A'  = 7 ; 

Après  cela  on  trouve  aisément 

ces  ^  ^  cos  ;  B  =-   ,c_  I  ^'^'  sin  I  C, 
sin  j  ^  sin  î  JB=  '^,,.__  ^   sin  .C, 
sin  ;  A  cos  iB"  ^'  ''""  —-i^^ziT  cos  î  (7, 
cos  i  ^  sm  ,  /î=  *^'  ,e_^    cos  ,  c, 

cos  :  {A  +  B)  =  ^~''  '  '~^'  sin  :  C, 

cosliA  +  B^  0=  '-'^^-^^^"'--^''sinrlCcosja 
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Eii  mettant  dans  cetti-  (Ifi-nit-ri'  l'-qnatioii  les  valeurs  de  sin  •  C  et  de  cos  ;  C  d  ap- 
rès les  formules  pour  sia  :  A.  eus  ;  A.  on  olitiint 


cos 


expression  dont  la  \iikiu  est  toujoui-s  réelle,  comme  nous  l'avons  prouvé  pour 
A.  B,  C  séparément,  et  (|ui  ne  devient  jamais  zéro  îi  moins  que  deux  côft-s  du 
trian^île  ne  coïncident  avec  le  troisième.   Donc  A  +  B  i-C<Cyr. 

Pa.s,sons  à  présent  ii  la  manière  de  niésiiier  les  Hj^nes  courhes,  les  surfaces 
et  le  volume  des  corps. 

Si  l'on  suppose  les  côtés  a.  h.  c  tellement  petits  qu'il  serait  permis  de  se 
contenter  des  valeur  approchées  de 

sin«'  =  l  —  \  a\       cosff— fl. 


les  équations  (13.)  deviennent  en  ce  cas 


J>sin  A— a  sin  Zi  =  0, 
o'=//4-c'— 2[;c  cosw4, 

sin  (A  +  B)  —  '^  sin  .4  —  0, 

cos  A  +  cos  (£  4-  C)  =  0. 


dont  les  deux  premières  sont  celles  que  la  ;,'éométrie  usitée  admet  pour  les  triangles 
re<"tilignes.  I^es  deux  ricrnières.  si  nous  y  remplaçons  -  sin  A  par  sin  C  d  ap- 
rès la  première  éqiuitiou.  ne  démoutitiit  antn-  chose  que  la  .somme  des  angles 
dans  un  trian,i,'ie  rectiligne  est  A-^  li-^C^^rr. 

Après  tout  cela  je  me  crois  en  droit  de  (diichue: 
r.  Dans  la  théorie  rien  ne  s'oppose  fi  admetln-  qui  lu  soinuit  des  atufles  d'un 

trinni/le  reetilit/nc  soit  mn/vdrr  que  deux  nnoles  droits; 
T.   I)a»^  l'hy})othèse  de  In  somme  des  arn/les    d'un  trinmih'    moindre  que  deux 
anples  droits    les  rquations  i\^.)  peuvent  être  substituées  aux  équations  ordi- 
naires (lr>.)  snus  uirnif  jamais  à  i/urlqws  résultats  absurdes: 
S".  La  rféométri'    iuiai/iruiirt   ist  conçu    sur  un  plan  plus  f/tnéral    que  la   i/éo- 
métrie  usitée  qui  n'en  est  qu'un  cas  partirulier,    et  qui  en  dérive    dans  la 

74» 
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supposition  des  lii/tifs  extrêmement  petites;   de  sorte  que  cette  dernière  fjéo- 

métrie  n'est  soi'S  ce  rapport  qu'une  (/éométrie  différentielle; 
4°.  Les  videurs  des  élémois  différentiels  des  lignes  courbes,   des  surfeurs  et  du 

tiolume  dis  corps  smif  les  mêmes  da)is    la  (/éométrie  imnifinaire   et  dans  la 

(léométrie  usitée; 
5".  L'hypothèse  de  la  somme  d^s  ani/les  d'un  triani/le  moindre  que  deux  nni/les 

droits  ne  peut    avoir  d' application    que  dans  l'anahfse,    puisque  les  mesures 

directes  ne  nous  montrent   pas  dans  la  somme   des  angles    el'un  triaufile  la 

moindre  déviation  de  deux  am/les  droits. 
J'ai  prouvé  aillftiis.  en  m'appuyaiit  sur  fiiielqiies  nbservatious  astniiKimiques, 
que  «laiis  un  triaimlt'  dniit  les  côtés  sont  de  la  iiiênie  grandeur  à  peu  près  que 
la  distance  dr  la  teirc  au  stjlcil.  la  soimiif  des  angles  ne  peut  jamais  différer  de 
deux  angles  droits  d  une  (juantité  qui  puisse  surpasser  0",0003  en  secondes  sexa- 
gésimales. Or  cette  ditteicnce  doit  étif  d'autant  moindre  que  les  côtés  d'un  triangle 
sont  plus  petits. 

pour  donne!  (|uel(i!.es  exemples  de  raj)i)lication  de  la  géométrie  imaginaire, 
je  veux  repi-oduire  ici.  et  même  d  une  manière  nouvelle,  les  expressions  poui'  les 
élémens  différentiels  des  suifaces  et  du  V(dume  des  corps.  Je  dis  d'une  manière 
nouvelle,  cai'  dans  mes  premiers  écrits,  comme  je  lai  déjà  remarqué,  je  n'étais 
parvenu  à  ces  ixpiessions  qu'à  laide  de  considérations  purement  géométriques; 
au  lieu  qu'ici  je  ne  veux  me  servir  que  du  principe  d'identité  des  jxutions  élé- 
mentaires de  l'esjjace  dans  les  deux  géométries.  Mais  pour  atteindre  le  but  que 
je  mi-  juopo^c.  j  ai  besoin  d'une  proposition  que  je  vais  démontre)'. 

Soient  x,  y  deux  côtés  dim  triangle  rectangle  (Fig.  3.),  r  son  liypothénuse; 
a.  /3  les  angles  opposés  à  x.  y.  On  aura  d'apiès  les  équations  (1.).  (4.),  (ô.): 

Iti.       sin  y-'  =  sin  x'  sin  y', 
17.      cos  j;'  =  cos /•' cos/?, 

1  S.  tang  /?  =  cos  y'  tang  x', 

1 0.  tdUiï,  a  =  cos  x'  tang  //. 

Dans  le  i)lan  drs  x  et  des  y  menons  î  perpendicidairement  à  x  et  du  même 
côté  que  y.  Dm  point  d'intersection  commun  à  ?/  et  r  abaissons  la  }»eij)endicu- 
iaire  r  à  i,  de  sorte  ((iic  les  lignes  y,  x,  ;,  r  forment  un  cpiadrilatèrf  dont  les 
trois  angles  entre  y  et  x.  entic  .r  et  t,  entre  ^  et  r  soient  des  angles  droits. 
Dans  le  triangle  icctangle  dont  les  côtés  sont  i.  r,  l'iiypotbénuse  /,  nommons  y 
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l'anj,'I«'  opiK)S^  à  i,  tandis  que  I  aiifflc  npixiNc  à  y  sera  \rr-  ft.  D'après  les  équa- 
tions (1.),  (4.)  et  (5.)   iKMis  auntiis  nnimif  font   îi   riiciire: 

20.  siii  r'  — sin  ^'sin  r', 

'21.  cos  ^-'  =  c()S  r' sin/î, 

22.  cot/ï  =  cos>j'tanK^'. 

23.  tuii«  y  —  eus  ^  taiiKïj'. 

Cependant  les  (équations  (Ui.)  et  (19.)  intiis  donnent 

^        |-,08  i' 
008  X 

En  eouipai'ant    cette  vaieui'    de  taii^  fi   avec  celle    que  les  éqiiati«ins  (IH.),  (22.) 
supposent,  nous  avons 

24.  cos  x'  =  <'os  y' sin  ^', 

25.  cos  ;;'  =  cos  //'  sin  x' . 

Kf  l'U  cuinjuiraiir  la  valt'itc  df  sin  r'  dans  les  équations  (16.)  et  (20.), 

26.  sin  ^'  sin  >j  «  sin  a;'  sin  \j\ 

En  éliminant  ensuite  ~   des  équations  (24.)  et  (25.),  nous  trouvons 

27.  fang  77'  =  sin  y'  tang  %'. 

Kiitin  les  équations  (1!).).  (2H.)  nous  ddimetit 

co.s  j'  l«Dg  (/■  +  COS  t'  tang  17' 

tâUK  (a  -+-  y)  =  ,    •'  "^ ,    "  ' , , 

'  1— «îiis  .,    lang  1/  cos  ^'  tang  ly 

équation  (jiii.    après  y  avoir  substitué  les  valeurs    de  cos  i'   et  de  tang  7;'  tirées 
do  é(juati<»ns  c-'ô.;  et  (27.).  se  cluinge  en  celle-ci: 


28.     tanfr'ia+v)-'"*';'. 

'  ros  X 


l'artageons  ii  présent  une  suilacc  plam-  6'    jwr  des  lignes  7    (Fig.  4.)    per- 
pendiculaires à  Taxe  des  ac,  de  sorte  que  la  distanci'  de  deu.x  //  consécutives  soit 
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lucsuiée  par  la  (littT'riiitiL'lle  d  x  sur  l'axe  des  x.  rartauceous  oucuie  chaque  por- 
tion de  suifaee  interceptée  entre  deux  y  consécutives,  par  les  lignes  z  i)erpendi- 
culaii-s  à  y  et  menées  lune  de  l'autre  à  la  distance  di/  mesurée  sur  la  lij^nie  y. 
li  élément  de  suiface  quadiaufiulaire.  interceptée  entre  deux  y  et  entre  deux  z 
consécntives.    sera  le  pinduit  de  smi  côté  dy  par  h'  côté    Hiljacent  (ju Un    trouve 

d'après  l'équation  (27.)  éjïale  à  ^«=»       ,  .  Ainsi  cet  élément  sera 
'  ^  ^  sm  î/ 

d'S="^',  . 
siay 

Intégré  i)ar  rapport  à  y  depuis  !/  =  0.  il  devient 

29.       dS  =  dxcoty'. 

l'ar  exemple  dans    le  trapèze  que   nous  avons  considéré    plus  haut    et  dont 
trois  angles  sont  droits,  nous  avons  eu  l'équation  (25.) 


Par  conséquent 


ou  bien 


cos  -''  =  cos  y'  sin  x'. 

„  cos  *'  dx 

V(sip  j'*— cos  i'*, 


jc  de'  cos  ^' 

dS  =  —  — 


sm.fV(sin./-— cos|") 

Et  en  intégrant  par  rapport  à  x   depuis  x  =  0  ou  .r'  =  -rT,  nous  obtenons 

S=~  arc  cos  (cot  ^'  cot  r')  -t-  j  n-, 
ce  qui  donne 

„       cul  .j' cot  y 

tan?  S—  ^^^^j:r^— ,——    . 

V(1— cot  *"  cot  ./■'*., 

En  y  mettant  la  valeur  de  cos  ^'.  on  a 

tang  S  =  cos  a;'  cot  j/'. 

Cette  expressiipii  jtour  tanii  ^'  cnuiparée  avec  celle  de  tang  la-h^'l  dans  1  équa- 
tion (28.)  fait  voir  (jite  la  surface  du  trapèze  S  est  égale  à  l'excès  de  Tf  sur  la 
somme  de  ses  quatre  angles.    Jai  démontré    ailleurs  cette  proposition    au  moyen 
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ûes  c(iiistiucti<»ns  gt'oinétriques.  On  proiiveniif  de  mèiiu'  que  la  surface  duii  poly- 
gone est  égale  a»  produit  <!•■  '  tt  pur  If  nouibro  de  ses  «(^tés  moins  la  somme 
de  ses  angles. 

Si  Ton  rapporte  la  position  d  un  point  de  la  courbe  à  deux  axes  perpendi- 
culaires qui  se  Coupent  il  l'origine  des  coordonnées,  et  qu'on  noninu'  y  I  ordon- 
née perpendicidaire  k  I  axe  des  a;  (Fig.  8.),  rj  celle  qui  est  perpendiculaire  à  l'autre 
axe.  celui  des  ,-,  on  a  en   iiiènu'  temps  d'après  l'éqiuifion   (2!).) 

dS^dx  (Mt  y',         dS^d^  rotr/. 
Donc  en  égalant  les  deux  valeurs  de  dS  et  en  intégiant,  on  obtient 

30.         /dx  eut  y'  =  /d^  cot  T;', 

pourvu  que  les  deux  inte,;,'rales  .s  étendent  à  toute  la  surface  comprise  enti<-  la 
courbe  et  les  deux  axes  des  coordonnées  r  et  -'.  c'est-à-dire  que  les  inté-giales 
doivent  commencer  avec  .r  =  0.  ^  =  0  tt  tiiiii'  avec  y-^O.  r^O.  I>a  déjtendance 
mutuelle  des  quatre  variables  sous  les  signes  d'intégration,  est  exprimée  ici  par 
les  équations  (25.)  et  (27.) 

31.  ces  ^' =  cos  f/' sin  x', 

32.  tang  r/  =  sin  y'  tang  x'. 

Pour  prouver  analytiquement  l'identité  des  deiLX  intégrales  (30.)  qui  n'a  été 
établie  jusqu'ici  qu'à  l'aide  des  considérations  géométriques,  on  n'a  qu'à  remon- 
ter à  la  double  intégrale 

o      r/'dxdy 

dont  nous  sommes  partis,  ou  bien  à  l'intégrale 

>J  %J  sin  X  sin  y 
Effectivement,  en  différentiant  l'équation  (31.)  par  rapport  à  x'  et  ^'.  nous  avons 

—  sin  ^  (i^'-=cos  y'  ces  x'  dx', 
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après  cela 


_   /Y  '"gj;  '/»^'  (fil 
J  J     «"OS  .,'  sin  v" 


puis  en  éliminant  x   dans  lus  deux  équations  (31.).  (32.) 

sin  y'  =  tanii'  ?/  cot  i', 
et  en  diftérentiant  cette  dernière  équation  par  lapport  à  r' ,  y', 

cosr'  dr'  =  -  ^  cot  ^'. 
Le  valeur  de  dy'  tirée  d  ici  et  substituée  dans  lexpression  pour  S,  nous  donne 

»/  »/         cos  ./•  sin  »/  ' 
Or  les  équations  (31.).  (32.)  produisent  encore  celles-ci: 

cos  x'  =  cos  r'  sin  i'.         tang  y'  =  sin  r'  tang  è' , 

à  l'aide  desquelles  lintégrale  se  transtbnue  l'U  cette  autre: 

s— /y -/'f; '-"-,. 

y  »/     sin  ^^^  sio  7 


Ainsi 

sin  )? 


^ ./  sin  .r'  sin  y"         »/  */  sin  ^'  i 


En  intégrant    d  un  côté    par  rappoit  à  y'  et  de  1  autre    par  rapport  à  r'   depuis 
t/'^'rr.  r  =',  .T.  on  aura  en  général 


U  sin  .)  ,/  sm  J? 


i'uur  taiie  <li>paraîtie  ici  la  constante  on  n  a  (pi  à  coniniencer  la  première  intég- 
rale pai-  la  valeur  de  t'=^,7T  qui  lepond  ii  7j'  =  J7r,  comme  le  t'ait  voii  ICquation 
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(32.)  or  i»(iiii'  Ia(|iiillc  la  sccdiido  iiiti'^'ralo  dcvifiit  /.Cru,  tandis  que  ^  =  t,'.    Ainsi 


Si  la  première  de  ces  deux  intt^grales    tiiiit  avec  y' -='rr  ou,  ce  qui  est  la  niùine 

chose,    avec  x'  —  rj',    la  seconde  tinira  avec    la  valeur  correspondante    de  ii'  =  ',  rr. 
On  peu^  diiiic  écrire 


7-   COtw  -=1   .    .,  cot  r  , 
SlD  X  J  S'»  I 


liDurvi'i  que  lf>  deux  intégrales  commencent  avec  a;'=-!.T,  ^'  =  1.t  et  finisMiit  a\  ec 

y'  =  \rr,  r'  =  '.'T,  ce  quil  fallait  démontrer. 

Dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  r,    on  a  1  équation    entre  les  coordonnées 
X,  y  d'après  l'équation  (16.) 

sin  r'  — sin  x'  sin  y'. 

Les  coordonnées  x  prennent  ici  leur  naissance  au  centre  du  cercle  et  sont  me- 
surées sur  l'axe  des  x,  tandis  que  les  coordonnées  y  sont  perpendiculaires  au.x  x 
hors  du  centre  et  là  où  les  x  finissent.  On  a  donc 


'■"'"■'V'Z'.-')' 


et  après  avoir  substitué  cette  valeur  de  cot  y'  dans  l'équation  (29.),  on  aura  lé- 
lément  de  la  sui-face  du  cercle 


ou  auticnient 


Eh  y  mettant 


■r^,,!i 


8ln  T  y    ^sio  r" 


sin  V'  — tang  r'  cot  rr  , 
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on   a 

cos  [l*  d^ 


dS  = 


tang  /•''-Hsin  i^' 
En  faisant  encore 

cot  I,"  sin  r'  =-■  cot  fi, 

et  en  intégrant  depuis  v^  =  0  et  f  =  0,  (Ui  trouve 

siD  r 

En  multipliant  cette  équation    par  4  et  en  posant  x'=^r',    ce  qui  donne  rf^l^r, 
P='-:t,  on  a  l'expression  pour  la  surface  du  cercle 


4S  =  :T(e-/  —  6-;»")% 

et  si  l'on  différencie  la  valeur  de  4  S  par  rapport  à  r,    on  a  la  circonférence  du 
cercle 

33.      4('^)=2?rcotr'. 
On  eiit  trouvé  la  même  chose,  étant  parti  de  l'expression 


ds  =  y(rfyV^^J, 


pour  l'élément  d'une  ligue  courbe  en  général. 

Imaginons  maintenant  qu'un  corps  P  soit  divisé  en  tranches  par  des  plans 
perpeiidiculiiires  à  l'axe  des  x.  Considérons  une  de  ses  ti'anches  dont  l'épaisseur 
infiniment  petite  dx  et  la  distance  au  centre  des  coordonnées  x  soient  mesui'ées 
sur  l'axe  des  x.  Dans  le  plan  qui  sépare  la  tranche  et  qui  est  situé  du  côté  du 
centre  des  coordonnées,  du  bout  de  la  ligne  x  menons  une  ligne  y  et  divisons 
la  tranche  en  prismes  par  des  plans  pei'peudiculaires  à  y.  Le  plan  qui  passe  par 
X  et  y,  dans  son  intersection  avec  un  de  ces  prismes,  produit  un  quadrangle  qui 

sert  de  base  au  prisme  et  dont  l'un  des  côtés  est    .  ''^ ,  \  supposons  que  celui  qui 
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ost  dans  la  directiim  des  y  suit  infiiiinioiit  petit  dij.  La  siiiiace  de  la  base  sera 
donc 

il.r  (lif 
SJD  //' 

Menons  une  ligne  s  perpendiculairement  à  cette  base  et  partaj^eons  le  prisme  par 
des  plans  perpendiculaires  aux  z.  Deux  de  ces  plans  intininitiit  rapprocliés  et 
dont  1  un  est  situé  ii  la  distance  r  de  la  base  et  l'autre  à  la  distance  z-t-dz, 
enlèvent  dans  le  prisme  une  portion  limitée  par  six  plans  et  qu'on  peut  avec 
toute  rigueur  considérer  comme  un  parallépipède  dont  les  trois  côtés  perpendicu- 
laires seront 

,  (/  (/  dx 

dz.        .  •  ,  .        .    -  ^— , . 
sin  .-  siD  //  siD  z 

Le  produit  de  ces  trois  lignes  donnera  donc 

34.     crp=  :':'^f  ^^  , 

SID  II    SIQ  Z 

élément  différentiel  du  volume  du  corps  P.  L'intégration  de  cette  expression  par 
rajjport  à  y  depuis  î/  =  0,  nous  donne 

.  j  -,    dx  dz      .    , 


ou  autrement 


,,-r,       dx  dz'         .    , 

sia  .1    SID  z 


Pour  un  globe  dont  le  demidiamètre  est  r,  on  a 

sin  r'  =  sin  x'  sin  y'  sin  e', 


après  cela 


"  sin/'    K     siur"       siDx"siD2'»^* 


75» 
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Si  l'on  y  fait 

cot  z'  sin  r' 

COS  1/'  =      r  --^TTT- :^_ 

Visio  .;•'''— sin  y-'»)  ' 
et  qii'dn  intégrale  ensuite  ijar  raj^port  à  v'>  uii  truuve 

j  jj    ilx'  sin  .1-'  •    n    \  '  1        S'"  »■"  \ 

4  sin  >•  '    ^   ^  ^^  ^  sia  ,;■" 

En  étendant    cette   intégrale    de  4r  =  0    à  sin  ^' sin  a?' =  sin  r',    c'est-a-dire  de 
1/^  =  i  rr  à  1/'  =  0,  nous  avons 

,  p_        rrdx  sin  x',  ^         sin  /'  \ 
isinr"     ■  sl^^^' 

et  en  intégrant  de  nouveau: 

j-^^ij^  (ces  a;'— sin  r' '  logcot  jrc'). 


P=     " 


En  multipliant  par  8  et  en  étendant  cette  intégrale  au  luiitiènie  du  globe,   c'est 
à-dire  de  3;'  =  ' tt  à  x'  =  r',  nous  avons  enfin  l'expression  de  ce  volume 

35.       P=i7r(e^'-  — e--^'"  — 4r). 
Le  déveloj)])ement  en  série,  si  on  pousse  l'approximation  jusqu  à  /•',  donne 

comme  on  l'a  dans  la  géométrie  usitée.  Si  l'on  diiî'éreiu'ie  l'expression  (35.)  dcP 
pai-  rapport  à  r  et  qu'on  divise  par  àr,  on  a  la  surface  de  la  sphère  à  rayon  r 

(^)-(^'— T. 

Considérons  encore  un  point  dont  la  position  dans  l'espace  soit  déterminée 
par  des  coordonnées  x.  y,  z,  de  manière  que  x  soit  menée  du  centre  des  coordon- 
nées, que  y  soit  perpendiculaire  à  x  là  où  .r  finit,  que  z  soit  peipendiculaire  au 
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plan  (les  xij  an  imiiit  où  //  Huit.  Dans  le  triangit'  rectanKli'  fornu-  par  x,  y 
(Fig.  b.)  nommons  p  l'hyiiotliénusc,  u  I  angle  ojtposô  à  y.  Dans  le  triangle  pa- 
reil tlont  les  cotés  sont  p,  z  soit  r  lliypotliémise,  (^  l'angle  opposé  îi  z.  D'après 
les  équations  (1.),  (5.)  on  a  ici 

sinr'  =  sin^j'  sin  ^'.         tang  cj  =  cos  i/'  tangx', 
m\p'  -  sin  x'  sin  y\         tang  P  —  cos  z'  tangp'. 

Si  l'on  veut  donc  exprimer  /•,  cj.  ^  jKir  x,  y,  z,  on  a  les  équations 

I     sin  r'  =  sin  x'  sin  y'  sin  z' , 

\  tang  CJ  =  cos  y'  tang  a;', 
36.     ^  ^ 

1     >in  H  —  sin  a:'  sin  w'  cos  z', 

(  cos  r  ^  ' 

et  si  l'on  veut  exprimer  .r,  y,  z  \nii    r,  o.  t>.  on  ji. 

f  cos  .r'  ->  cos  r'  cos  cj  cos  P, 

I  ^       ,  cos  /•'  SJD  M  cos  ^' 

Vil —cos  r"  cos  0')' 
l  cot  ^'  =  cot  r'  sinfl. 

V.u  faisant  varier  les  angles  P,  cj  d'accroissements  infiiiimints  petits  dP.  do.  les 
rayons  r,  ^  tlécrirout  des  arcs  [voir  l'équation  (33.)] 

dPcotr',         dcjcnip', 

dont  le  second  étant  divisé  ])ar  sin  ^'  [v.  l'équation  (27.)],  donnera  l'arc  que  le 
rayon  r  décrit  à  cause  de  l'accroissement  do.  1-e  j)roduit  des  deux  arcs  intiui- 
nient  petits  que  le  rayon  ;•  parcourt  ainsi,  multiplié  par  dr,  sera  l'élément  diffé- 
rentiel du  volume  P  du  corps.  Donc 

dT-dz-dcj^flcotr'""'^,'. 

SID  Z 

Mais  dans  le  triangle  dont  les  côtés  sont  p,  z,  l'iiypotliénuse  r,  nous  avons  d'ap- 
rès les  équations  (3.),  (5.) 

tang  r*  =  tang  z'  sin  P,        tang  6  =  cos  z'  tang/)', 
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après  quoi 

38.      dT=[drdadecoseie''—c~'')\ 

On  pourrait  arriver  à  cette  expression  de  d^P  en  partant  de  celle  que  nous 
avons  donnée  plus  haut  (34.)  et  en  se  servant  des  équations  (3G.)  ou  (37.  )  ]iour 
la  transt()rniation  des  coordonnées  d'après  une  méthode  hien  connue. 

Proposons  nous  à  présent  d'évaluer  le  volume  d  un  cùiie  à  base  plane.  Nom- 
mons h  sa  hauteui',  c  son  arête,  et  soit  le  pied  de  la  hauteur  en  même  temps  le 
centre  des  coordonnées  polaires,  de  sorte  que  r  soit  le  rayon  mené  de  ce  centre 
à  un  point  de  l'arête.  P  l'angle  que  le  rayon  r  fait  avec  la  base  du  cône,  a 
l'angle  que  la  projection  de  r  sur  cette  base  fait  avec  une  ligne  fixe  dans  ce 
plan,  menée  du  centre  des  coordonnées.  Soit  encore  ço  l'angle  au  sommet  du  cône 
entre  les  lignes  /;,  c. 

En  intégrant  l'équation  (38.)  par  rapport  à  r  et  depuis  r  =  0.  nous  trouvons 

39.       2d'P=cos0  C£^,—hgcot)r')dc}de. 

Dans  le  triangle  dont  h,  r  sont  les  côtés,  go  l'angle  opposé  à  r,  ,' rr— P 
l'angle  entre  h,  r,  nous  avons  d'après  la  troisième  des  équations  (13.) 

,  cos  // 

cos  r  — 


après  cela 


cot  y  cosPsin/(.'+sin  6  ' 


f  d'P  \      cos  //  cos  P  icot  cp  cos  d  sin  A'  +  sia  P) 
^dad6'  ""Icot  cp  cos  d  sin  h'  +  sia  f^]'— cos  h'* 


,  r  col  cp  cos  P  sin  //'  +  sin  P+cos  h'\ 

—  ^  COS  P  log  l-tycosTsTTv  +  siQ  e— ^T"^  • 

Cette  équation  multipliée  par  dP  et  intégrée  par  rapport  à  P  depuis  P  =  0,  donne 

n  (dF\        /'  cos  h' sia  h' aot  cp  (1 P 

S7<a  '  ""»/  (rot  cp  cos  P  sin  A'  +  sin  P/' — cos  h'* 

i    .     „,       /cot  cp  cos  P  sin //-4-sin  P  +  cos /j'\ 

—  .;  Sin  P  log  (  ---—      a    ■     n  L,  TiJ' 

^  ^cot  y  cos  r  sin  A -+-sin  r — cos  h' 
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Si  on  fuit  ici  cot  go  sin/i'-fot)^  et  quoii  l'-teiule  riiiti'f,'iati()n  jusqu'à,  P-\^,  on  a 


-A-»- 


008  A 


'Wyi-eos  I,"  sIdA') 


log 


ros  X  COS  /t' 


Vd— sinVcos/»'^ twXVd 

COS  A  COS  A'         '  , 


i  +COS // 

T—eoth' 
sio  A'  ces  A' 


lA'  ces  A'  I 

— sio  A'  eos  /j")  ' 

la  A'  co«  h'  i 

(l-sioA*  cosA")  j 


^^  '•«s^     |^„rco»A  +  cosA' V(r_sinA»'cosA")N 

2V^1_cos  A'  sio  Â")     ^V  COS  A— COS  A'  y(i_sin  ?.'  cos  A")J 


Cepeniliiiit  la  valeur  supposée  de  cot/  nous  donne 


sio  A' 


'  ^  V(l— cosy'cosA" 

Après  quoi   on  obtient 


COS  A  = 


COS  <p  sio  A' 


^(1— COS  9*  COS  A") 


2     ,      -'  cosœlog  ,,  -h. 

Dans  le  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  h,  c  et  l'angle  entre  ceux— ci  est  90, 
nous  avons  d'après  l'équation  (4.) 


par  conséquent 


40.      COS  h'  —  cos  c'  COS  g>, 
41.       2f'-;— )  — c  cosœ  — /i. 


Si  la  Itase  du  cône  est  un  cercle.  Ii's  quantités  c  et  <p  sont  constantes.  Dans 
ce  cas  l'intégration  i)ar  rapport  à  o  depuis  w  =  0  jusqu'à  cj  =  2.t  donne  le  vo- 
lume d'un  cône  droit  à  base  circulaire 

P— .•T(ccosgD      h). 

Si  on  y  met  la  valeur  de  h  tirée  de  1  équation  (40.),  on  u 

_         )  ,         /1+cosçj  ces,  S  J 

P-?rjrcos9D-Jog^,_^^y^^,jj, 
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ou  bien 

-r  =  .T    f  cos  œ  —  :  loi^l , '  J . 

'  "  VI  +sin  ,q)''{e-''  -\y  ' 

En  poussant  1  approximation  jusqu'à  c'  on  trouve 

P=  3  rr  c'  sin  95'  cos  go, 

valeur  du  cône  comme  on  la  trouve  dans  la  géométrie  usitée. 

Au  reste  quelle  que  soit    la  figure  de  la  base,    l'équation  (41.)    nous  donne 
toujours  le  volume  du  cône 

42.       P=l  I  (c  cos  go  —  h)  d(J, 

où.  c  est  l'arête  du  cône,    h  sa  hauteur,   go  l'angle  entre  e  et  li.  cj  l'angle  qu'un 
plan  passant  par/t  et  c  décrit  autour  de  h,  l'intégrale  s'étendant  à  la  base  entière. 
Reprenons  encore  l'expression  (39.) 

n  f  (V  P  ]  . ,'  cos  }■' 

^dodv^  smr 

Si  c'est  au  sommet  du  coue  quf  les  lignes  r  (Fig.  7.)  prennent  à  présent  leur 
origine  et  que  P  soit  l'angle  entre  r  et  sa  projection  p  sur  un  plan  qui  passe 
par  la  hauteur  /;  et  dans  lequel  l'angle  a  est  compté  de  la  ligne  li,  on  aura 
dans  le  triangle  rectangle  dont  les  côtés ^^.  ;•  interceptent  l'angle  P,  d'après  l'équa- 
tion (4.) 

4.3.       cos  r'  cos  P=  cosjp'. 

En  mettant  la  valeur  de  cos  r'    tirée  de  cette  dernière  équation,    dans  l'ex- 
pression de  d' F,  nous  avons 

4  (  -r~—^   -  — J j-  —cos  e  log      -g-     "S  ) , 

et  en  multipliant  par  dP.  puis  en  intégrant  par  rapport  à  P  depuis  6  =  0, 
4  (^  -JLlog'î^t^i^^  -sinPlogC^"^^). 
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Kn  faisant  joimlic  les  hdiits  dfs  li;,'nfs  p  et  h.  p  et  r.  r  et  h  \)hy  des  li;,'- 
nes  X.  y.  n  (huit  les  diiix  iMTiiiièros  sctiit  iH'ipendicidairos  entre  elles*  nnus  avons 
pour  les  deux  triangles  reifaiifiles  auxquels  p  sert  de  côté  commun,  d  après  les 
équations  (1.),   (').) 

sinj)'-siii?i'  siuT'.       fans:  cj-cosar'  tanj:/)',       tanp  P  -  cos  y'  tan;,'»'. 
A  laide  de  ces  équations  et  en  profitant  île  léqnation  (i;l)  nous  fioiivons 

2^^';-.     '■!  .     ,-rsinP. 

•  (/m  sio  a   SID  j 

Et  si  nous  ne  voulons  retenir  que  les  variables  ./'.   ,j    et  qu  a  cet   elfef  nous  sub- 
stituons [v.  les  équations  (30.)] 


cos  r'  -  V  (  1  —  sin  h'  '  sin  r'  '  sfn  y' ')'. 

ers  r' 

,  il.i'  sin  .;•'  sin  //  ros  // 

ri  CJ  =  — 

I  —sin  h     sin  ,;  ' 


nous  trouvons 

dP :cos/<'  ;''    '"f  "'Z"',^  ^sinA"cosfe'     ''•'     '-os^/sin  ,■< 

l-suW,     sin.i  '  ■■icos;'i|-siD/;"sinx"/' 

Cette  expression  de  dl\  inté^'rée  depuis  x'  =  \7T  jusqu'à  ce  qiu'  y  devient  ;  .T. 
d<.nne  la  partie  du  cône  intercei)tée  entre  deux  plans  perpendiculaires  passant 
par  la  bauteur  //.  Kn  même  temps  l'équation  (42.)  nous  fournit  utu'  autre  expres- 
sion pour  ce  quart  du  cône;  c'est-à-dire 

-^'=■.1'    (rcosçc— /»)dv', 

oii  ff  est  lan.iile  .'Utre  *•  et  //.  v  laii-le  opp.,sé  à  ,/  dans  le  friande  rectamrle 
dont  les  eûtes  sont  j-,  y.  La  dépendance  mutuelle  des  variables  qui  entniit  dans 
les  deux  expressions  est  détorniinée  par  les  équations 

sin  r'  -  sin  h'  sin  x'  sin  »/'.       fan-r  .'•  -  cos  y'  tan-  ./'.       cos  r'  cos  9;  =  cos  /*'. 

Si  la  base  du  côuf  <•>[   un  encle  dont  leiay.m  est  o,  les  quantités  o.  r.  w 
sont  des  constantes,  ut  nu  a 

44.       sin  o'- sin  j' sin //'        P-':  rr  [r  vof^rp—h). 

76 


—  604 
et  l'autre  expression  pour  P  sera 


45.        P=  •  cos  h'  ^-^   </y  logcol;  1/'    _^  )•  sin  A"  cos  W  r\n  dx'  f  os  y'  sin  x" 
'  Jç'    ï— sio//' siDo;''  2  cos  r'      J ç'  1— sin  7t"  sinx^ 

Puis  nii  trouve 

0:»  (/■<,' cQSj/' sin  x^'  _  iV  ,/.;;'  sin  .<•'  Vlcos  ()"— cos  x'^; 
Jp'    I— siD  A"  siD,7'~J()'  1— sin//'»  sin./' 


^        Jo        ' 


cos—  '^^"^'"^'' 


cos  /("  +  sin  //'  cos  ç"  cos  ^'' 
TTICOS  )■' — ros  /(') 


2  cos  h'  sin  A" 
Par  conséquent  lune  des  valeuis  de  P  sera 


„     .         ,    C-7T  f/.'-' log  cot  ; //' 


J':;!   f/./'  log  cot  ;  //         ;r  >■  (cos  /(' — cos  /-') 

4  cos  r'  ' 


et  1  autre 


P=l7r     r  — -,  —h). 

'  cos  /■  ' 


La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  donne 

Cos  h'     .f  ,  — ■   ,,.  .  ''„  =  ,  rr  (r—h). 
Jç'   1  — sin /t"  sin  X  "  '  ^ 

Après  y  avoir  mis  la  valeur  de  x'  en  ?/'  et  rejeté  les  accents  sur  les  lettres,  ou  a 
:„       sin  (/  cos  (/  log  cot  ,:  y  d  y  n  log  (col  ,  A  lang  :.  r) 


46. 


Jç    (sinj/'- 


■  sJn  »■•)  y  (sin  y*- sin  ç')  2  sin  ç  cos  A  ' 


OÙ  sin/"  =  sin/i  sin  p.  Cette  intégrale  détinie  na  pas  encore  été  remarquée,  il  me 
semble,  dans  toute  sa  généralité.  On  en  trouve  quelques  cas  particuliers  dans  le 
supplément  aux  Exercices  de  calcul  intégral  par  Lefjendrc.  Quoique  nous  ne 
soyons  parvenu  à  la  connaissance  de  l'intégrale  (46.)  qu'à  l'aide  de  la  géométrie 
imaginaire,  néanmoins  cette  voie  indique  déjà  le  moyen  d'y  ari-iver  analytique- 
ment.    Au  reste    on  peut  tmuver    cette  intégrale    d'une  manière   plus  courte,    en 


—  «•»  — 

considérant  la  (loiil)le  intégrale 


Ij 


<lp  tl'p  SJD  (jp* 


(  1—/)'  sin  i^')il— »•  sioç)';  ' 


prise  depuis  p  =  0.  çp  — 0  jusqu'à  go  — î^r,  taudis  que  lautre  valrur  dvj)  qui  doit 
servir  de  limite  reste  iii(itttiuiiiiée.  Aprt^'S  lintégration,  une  (ois  par  rapjiort  ii  p 
et  une  autre  fois  par  rapport  à  <p,  il  faut  y  mettre 

cos  II  ros  0 

sinœ=      •' .       »  — coso.       «  —  — -. 

I,  équation  (4r>.)  après  la  substitution  de 

V  (giD  1/'— SJD  p*|  fOS  p 

tang9c=       .  •' ~-^,      sinv -, 

'  sio  p  cos  II  '        cos  r 

et  qu'on  a  intégré  par  parties,  nous  donne 

/-cos  /,  -p }/iJ~no.  f  sm  h')'' 


/-cos  //  -p  V,1_jiD  y»  sin  /,«,N 

1>  (pilfpa\afp  _  V         'i  f  os  y  cos  ; //•  _/ 

J^  (l-sin/('sinq'')  V  (sj„j,»_s,n^')~       2  cos  A  V  (i—sio  y' sjn //')      ~ 


rr  |og( 
«p  (/<p  sia  fp 


La  valeur  de  cette  dernière  intégrale  se  laisse  déveUipper  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  sin  h  et  oii  le  coefficient  de  sin  /(  avec  l'exposant  n 
entier  et  positif  est  toujours  moindre  que 


;JTsmy"  log  ,  - 


Par  conséquent  la  valeur  de  l'intégrale  dont  nous  parlons,  reste  aussi  vraie  l(irs- 
qu  on  y  met  .  au  lieu  de  sin  J/j  et  qu'on  regarde  en  même  temps  sin/i>sin  v. 
Kn  passant  ensuite  des  quantités  imaginaires  aux  quantités  réelles,  on  tminf 


M<ll 


J: 


f  <l<p  sin  <p  »•  *cos  y 


—    Il  /COS  //     1 

TT  \ii — arc  cos' 


I  „  (iio  /i'— sin  rp*<  V  (lin  y*—  sio  f*)      ■  2  co»  h  VTsi^A»— sin  y») 
Poiu'  h^\rT  les  deux   intégrales  deviennent  itlcntiquement 

(pilipi\n<p  ?T  sin  ;  y' 


J„    r-OS(p» 


y'  (sin  y'— sin  tp*)         «^"s  7 


i>  • 
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Dans  l'expression  (44.)  pour  le  volume  du  cône  droit  à  base  circulaire,  si 
Itiii  iiitidduit  d'autres  quantités  qui  se  rapportent  au  cône,  comme  le  rayon  p 
de  la  base  et  langle  a  que  le  rayon  o  forme  avec  l'ai-ête  r.  on  a  d'après  les 
équations  (4.)  et  (5.) 

cos  r'  cos  a  =  cos  p',        tang  a  =  cos  h'  tang  o' 

et  puis,  en  multipliant  1  équation  (44. j  \ràv  A  ])(iur  avoir  Icvolinuc  du  cône  entier, 

P^TT   ^'"-"   log    I '•"^  «  + ''"S  g;  ,  _  j^,„     '■■'ig  ?'  +  la:'g  «]  1 
'""   'sinç'  ^  cos  a  —  cos  ç' ''  ''     Mng  p'  -  tang  «^ -' ' 

OU  bien 

■2    „     sin  rt  ,  ,  sin  ip'H-  a) 

rT^  =siD(vl«g[c«>t:(P  +a)COt:(p'-a)J-log^j^^^,_^-  . 

A  mesure  que  la  hauteur  h  du  cône  augmente,  l'angle  a  augmente  aussi  et 
s'approche  de  p'  jusqu'il  rendre  enfin  la  différence  p' — a  insensible.  Dans  ce  cas 
et  en  ne  retenant  que  la  première  puissance  de  o'—a,  nous  avons 

9  o'  —  a 

'^  P=  ' .  -    log  (o'—a)  — 2  hxj;  sin  a, 
n  sm  o  ^^  ^ 

et  pour  //  =  oo: 

P=  —  TT  log  sin  a. 

Pour  tout  autre  cône  intini,  mais  dont  la  base  n'est  pas  un  cercle,  on  a  donc 

17.       P=— -  l(/cj  logsin  a. 

oîi  cj  est  l'angle  (pic  le  plan  passant  par  l'axe  du  cône  décrit  autour  de  cet  axe, 
et  a  est  l'angle  que  larête  du  cône  fait  avec  sa  projection  sur  le  plan  delà  base. 
De  l'autre  côté  en  supposant  toujours //  =  oo  et  par  conséquent /i'  =  0,  l'équa- 
tion (45.J  nous  donne 

P=^Ua;'logcotîî/'. 

En  égalant  les  deux  expressions  de  P.  nous  avons  à  cause  de  o'  =  a 
48.        (  dci  log  sin  p'  =  l  dx'  log  cot  \  y\ 
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où  li's  liiiiitt's  Ul'  la  prcuiicre  iiitégnile  i-taiit  cj  — U  l't  cj  — ,.t,  ctllcs  de  lautre 
doivent  répondre  à  »/'  —  ;. t,  .r'  =  ;rr.  Ici  la  dépendance  des  quantités  qui  entrent 
sous  les  signes  d'intégration  est  déterminée  au  moyen  du  triangle  rectangle  dont 
X,  y  sont  les  côtés,  p  l'hypothénusi',  cj  langle  ojijxtsé  à  y.  Par  conséquent  d'ap- 
rès les  équations  (1.).  (5.)  on  a 

sin  p'  =  sin  x'  sin  y',         tan^'  fj  =  cos  y'  tang  x'. 
Lorsque  la  base  du  c»^ne  est  un  cercle,  le  ra\oM  p  est  une  constante,  et 

V'  (SJD  »/'•  —  SJU  Ç") 

Après  cela 

-T  log  sin  p'       t".^  (hj  cot  y'  |i'g  cot  ,  y 
2sin(/      ""Jp'     l/^»iny'•-8iop'^ 


»,     » 


OÙ  p'  est  une  Constante  arliitraire.  Cett»'  intrgrale  est  déjà  coiu|)iise,  comme  un 
cas  i)articuliei'.  <lans  l'intégrale  plus  générale  (40.)  et  quand  on  supjxise  dans 
celle-ci  r.  h  infiniment  petites. 

Dans  1  équation  (48.)  //'  est  une  fonction  arbitraire  de  x  qui  n  est  limitée 
que  par  la  seule  condition  de  nndrc  la  valeur  de  x'  réelle,  lorsque  i/'  =  ;7r.  Par 
cxempli',  supposons 

sin  a*  =  sin  a;"  sin  i/"  +  sin  fi*  cos  x", 

où  a,  fi  sont  des  constantes.  Après  cela  nous  trouvons 

,,      sin  a'— fin  ,<'  cos  m* 

Sin  o   =  ' 

*  1  — sin  fJ'  cos  f.)' 

1  Ç'ix    j      ,        sin  a' — sin  ^' r.os  «a*  > 

■•i"/(slno*— sia/î')J^     f  "  OR       t —sin  ^' cos  «a*     ' 

I 
i*  ';r         ''.'/  <""  y  S'"  y  log  o'  I  // 


a    *s'''iy'-»''>^')>^!sioi/'-8ina')  ' 

Kn  substituant  ici  la  valeur  de  la  seconde  intégrale  que  nous  avons  trouvée 
plus  haut  (-ia.).  un  a 


i 


jf  ,        sin  a'— sin  ,1' roso)' 


;     ''"'""^    t-,in'^'coso'       =. Tlog  (eut  !/ tang. /î), 
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oU  sin,5  =  sin  a  sin  y.  On  en  conclut,   quels  que  soient  les  anjîles  a<:rr,  ;5<:7r, 
que 

l.'^dcjlogr; — r-^î, ,J=27rlog        .^;. 

J  M  — siD  (3»  cos  ea*'^  °^cos:(3 

En  intégrant  par  parties  on  en  déduit 

Jijj  «(/G)  sin  «acos  o  :t  .       , f-os  ;a 

(1 — sin  «' cos  ea')  (1 — sin  P' cos  «a*;     cos  «* — cos/3'     ^'cûs^iS'' 

OU  encore 

J*;r  wrffijsinw  _  Jt  l+tangja 

(l-rcos^os'^(l-cor/î  cos  <D)  ~^j„  i  (^_^^^  ^j^  ^  (^_^^  ^^^(l+tang.;/?^  • 

Pour  a=/î  cette  intégrale  se  réduit  à 

V       «  (/fd  sin  M  77-  v'-i 


J 


(  1  -cos  a  es  0))^     3i„  a  ces  J  «  sin  (1 TT  +  ;  «)  ' 

qu'on  peut  véritier  sur  le  cliauip,  en  y  mettant  tt — a  et  tt — co  au  lieu  de  a  et  «. 
Dans  l'équation  (42.)  qui  donne 

dP=',da  (c  cos  90 — ^), 

expression  (Te  l'élément  différentiel' d'un  cône  droit  où  h  est  la  hauteur  du  cône, 
c  son  arête,  90  l'angle  entre  c  et  h,  a  l'angle  que  le  plan  passant  par  h  décrit 
autour  de  cette  ligne.  Supposons  à  présent  que  la  base  soit  un  triangle  rectangle 
dont  les  côtés  sont  x,  y  (Fig.  8.)  et  co  l'angle  opposé  à  y  dans  ce  triangle.  Dans 
ce  cas  le  cône  devient  une  i)yraniide  dont  le  volume  sera 


'\ 


(la  (c  cos  (p — /(). 


On  peut  prendre  aussi  la  ligne  y  pour  la  hauteur  de  cette  pyramide  et  pour  sa 
base  le  triangle  dont  les  côtés  sont  x,  h.  En  nommant  donc  yj  l'angle  entre  c 
et  ?/.  6  l'angle  de  la  base  opposé  à  h.  on  a  de  même 


-.-idd  (ccos  yj — y). 


l 
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En  comparant  les  «leux  intrfîrales  on  conclut  que 

I    dcj  (c  cos  90— ft)  —  i    (16  (c  cou  \fj — y). 

Dans  la  pivuiièri'  dv  eus  inté^ialcs  c  est  h  qui  est  une  coustante ,  dans 
lautif  c'est  j/,  tandis  que  cj,  c,  <p,  P,  \fj  varient.  La  dépendance  de  toutes  ces 
quantités  outre  elles  est  ditii  minée  par  les  équations  suivantes  où  ]'■  '1  représen- 
tent les  lignes  qui  joignent  x  avec  y.  x  avec  h: 

CO8  c'  ces  ÇD  -"  cos  h' ,  cos  c'  cos  \}>  —  cos  y', 

sin  c'  —  sin  h'  sin  p',  sin  c  —  sin  y'  sin  q\ 

tang  j)'  =  tang  y'  sin  cj.  tang  3'  =  tang  h'  sin  ^, 

taug  c'  =  tang  /j'  sin  çp.  tang  c'  =  tang  7'  sin  \p, 

coup  cos  cj  =  cos  x',  cos  j'  cos  P  =  cosa;', 

tang  cj  =  cos  j/'  tang  x',  tang  ^  =  cos  h'  tang  a;'. 

Si  ?/=  ûi),  alors,  connue  on  a  vu  j)liis  liant  fv.  l'équat.  (47.)], 

49.       i'-_;lrff»log  siny', 
ou  Iiien.  à  cause  de  cos  g'  cos  fl  — cos  a;', 

Mais  on  i)eut  évaluer  P  encore  d'une  autre  manière.  Si  nous  différcntions  l'équa- 
tion (49.)  deu.x  fois  par  rapport  à  P  et  à  q',  nous  av(»ns 

d'P ]dPdq' COtq', 

puis 

dq'cotri'=  ^. 

cos  r'  — cos  X 

Par  conséquent 

,  lifi  <l.i'  s\a  x'  cosx' 
^  P"—:     co,  e'  — eo«  x^^  ■ 

L'intégration  de  cette  équation  par  rapport  à  P  et  depuis  ^  =  0,  donne 

5L       dP'- -  -,dx'  \og[,  -  „,    .,.„„fl  . 
'  °  '  1  — cet  X  nng  r 
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ft  à  causo  dv  cot  .r'  taiig  P  =  cosfe', 

52.       P= 


=  j>  hdx\ 


En  mettant  ifi  la  valciii-  de  ,r'  ni  /^  et  P.  nous  trouvons 

Inlh 


^=2sin2^l     ,         ';"' 


La  comparaison    do  ces    ditterentes    expi'essions    {50.),  (^l.),  (52.)    pour  P  nons 
conduit  donc  à  établir  l'égalité  des  intégrales  suivantes: 

8  ,,,  cosf^'  r'„  ,    ,,      sin',/'  +  e) 


sin  f.r'— <^)  sin  i./'  +  f^)        J  ,.'      "        ""  sin  (,/'  —  P)  ' 
l-"rfa;'log  .  -; — s  ='Siii2^l       ,  ,       -         „. 

Pour  démontrer  la  première  de  ces  équations  on  n'a  qu'à  intégrer  deux 
fois:  ])ar  lapjxii-t  à  d  et  îi  x'.  La  seconde  équation  se  vérifie  i)ar  la  substitution 
de  la  valeur  de  h  en  x'  et  P.  c'est-à-dire 

sin  Lv'  +  P] 
/'  =  ^log,i„,^,-_p^- 

Sup])osons  encore  que  la  bise  du  cône  soit  nu  quadrilatère  dont  les  côtés 
y,  X,  ^,  r;  (Fig.  5.)  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  dans  l'ordre  de  leur  suc- 
cession. La  bauteur  de  ce  cône  soit  infinie  et  perpendiculaire  à  la  base  au  point 
de  jonction  des  lignes  x.  i.  Le  volume  du  cône  sera  exprimé  d'aju'ès  l'équation 
(52. j  par  l'intégrale 


P= 


I  y  dx'. 


Kn  même  temps  le  ^  (ilume  de  ce  cône  sera  composé  de  ceux  des  deux  autres 
auxquels  les  tiiangles  loiincs  ]iar  .r  et  //  avec  leurs  angles  fi,  [  rr—fi  opposés  à 
y,  X,  servent  de  bases.  Par  conséquent 


P=2sin2/?r  •"''■'  +''sin'>/?r "''' 


cos  2  /î 
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De  sorte  que 

_j r>,/rfx'-i'      •'"'■'      4-1'-   v</7 

s  sia  2  fî  J         ■'  y,er  +  e-'r  -  2  rm  ■>  fi       J  ,.=7  4  ^-'V  -f-  2  r.os  'i  ^  ' 

OU  les  qiiiiiititfs  /L  »/•  a-,  r  sont  liées  par  les  équation.s  (18.).  (2:').).  ('27.1.    cCst- 
à-dire 

tang  6  =  cos  v'  tang  .»',     cos  c'  =-  cos  >/'  sin  a:',     taiig  r  «=  sin  j/'  tatig  .;'. 

Kn  regardant  /?,  ^'  coninie  des  constantes  et  en  dift'érentiant  dans  cette  sup- 
position la  seconde  de  ces  équations,  nous  avons 

(Lr  —du'  tang  ./  '  tang  _//'. 
Ensuite 

dx' tang/î^^-ip^. 

Par  conséquent 

2    Cx    ydy    ^  r  ^^_y^y .  ( ^^^^ 

cos  p  J  f  (,-y—  e-ry      J  „  <.«r +c-'J'—  2  cns  2/3       J ,.  r'^  +,-"1  +'i  cos  2  /3  ' 
OÙ 

tang  r  =  tang  /?  tang  w  ,        cos  ;'  —    ,  —  - r^J^=^- ^ 

V(l4-cosy"cot/3')' 
ce  qui  veut  dire 


r-log  [.  cot/ff  {py  —  f-^)  + V  (|  cot/?'  (c^  —  c-r)'  +  l)J, 


Lorsque  1/  devient  infini,  r  le  sera  de  menu-,  mai-;  alors 

.ï  =  log  rot  ('  rT—:/3). 


'"  ^        »/'/.!/  „,    r»    v  rf //(«•'.>' -t-r-*.»"! 


l  "''•"         =ros/î'    l  .'/"•/"•'•'^-^ 


2  cos  4  /} 
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Nous  avons  trouvé  plus  haut  que 

Mais  si  dans  la  première  de  ces  deux  intégrales  on  substitue  la  valeur  de  y  tirée 
do  l'équation 

cos^'  =  cosi/'  sina;', 

on   aura 

Le  dernière  intégrale  est  la  valeur  de 

l  d«  log  tang  II  —  i  dv  log  tang  v, 

les  intégrales  étant  ici  prises  de  «=-' rr  +  ;.t;'— -' ^'  jusqu'à  «=:.  rr— j^' etde  v»= 

zx+'-^' — j?r  jusqu'à  v=-:^'.    Or  à   ces  deux  intégrales    on  peut  ajouter  encore 
celle-ci 


Ji  /il  __  1    ^   1     ^' 
(Zî«IogtangM  =  oJ        -■  '  ''  ' 


Après  cela  les  „ois  intégrales  se  réunissent  en  nne  seule  J,*..  log  tang  «,  prise 
entre  les  limites  u-^-.x'  +  z^' — \rr,  u  =  :7r+\x' — -_^',  ou  ce  qui  revient  au  même, 


Jz  dz 


+  €-* 


depuis  2  =  l(»g  cot  {\rT  +  \x'—\^')  jusqu'à  ^;  =  log  cot  (;a;'  +  r  4'— ;  rr). 
Après  cela  nous  avons  donc 


zdz 


\^ydx'=[\ 

1         r    z  dz    _  r y  dy f    7  dj^ 

4  sin  2 /î  J  e'  +  e-'~Jo  e-''*'+e->"— 2cos  .i/î     J  „  o-7  +  e--74-2  cos  2/3  ' 
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les  limites  do  la  pl•ollli^I•e  intégrait'  fliiris  cette  dernière  équation  restant  les  mê- 
mes. Lorsque  y-^cc.  r-=oo,  on  a  x'^-.fi,  f'-'-.T— /î  et  l'on  trouve  que 

("^     ~  (I  r          _    .         (■*       Il  (I  II  k-y  + 1~-*' I 
■=  2  sin  a  \        -  -     — — . 
'  '  +  I-'                     \      e'y-k-  e-'r  -  2  C08  2  o  ' 

OU  a  est  une  constante  et  nu  la  i)reniiere  iiite^'iale  coiiniience  avec  ^  — lo!,' tang  ,  a. 

On  pourrait  beaucoup  multiplier  les  exemples  d  application  de  la  géométrie 
imaginaire  à  la  recherche  des  intégrales,  mais  ce  que  j  ai  dit  Jusqu  à  présent 
suffit,  je  crois,  ptuir  ne  plus  laisser  de  doute  sur  la  vérité  des  principes  établis 
et  poui    reconnaître  quelque  utilité  de  cette  nouvelle  braïuhe  de  la  géométrie. 

Je  puis  faire  encore  une  remarque  assez  impcutante  pour  létude  des  intégra- 
les, c'est  que  toute  intégrale  indéteiniiiu'e  qui  a  lune  de  ces  deux  ffirmes 

i       (/j  sio  X  log  cot  ,  j  i  x(/.'8ina- 

J>'  -  siD  x')  Vi6«-^n  x')         J  U('  -  sio  ./••)  ^/\l?  —  sIn  x*)  " 

où  a.  h  sont  dos  constantes,  peut  être  toujouis  ramenée  aux  intégrales  de  la  for- 
me \d.r  log  cos  .r.  On  parvient  à  ce  résultat  en  considérant,  d'après  les  princi- 
pes do  la  géométrie  imaginaire,  le  volume  d'une  pyramide  dont  la  base  est  un 
tiiaiigle,  et  on  reproduisant  cette  pyramide  par  la  combinaison  de  celles  dont 
la  hauteur  est  infinie. 


/  / 
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KAri^-Ct/ti  (yh^i^v^ /' 


PANGEOMETRIE  OU  PRECIS  DE  GEOMETRIE 

FONDEE 

SUR  UNE  THEORIE  GÉNÉRALE  ET  RIGOUEEUSE  DES  PARALLELES. 


1  ua  m         uq 


.aajajLUaAT  :^        ,...^^.,_         TTTTTs^t-^n  --^t-att  îr-r 


PANGEOMETRIE. 


Les  notions  snr  lesquelles  on  fonde  la  g^'onn-tric  élémentaire  sont  insuffisan- 
tes j)our  en  dcdiiirc  une  démonstration  du  théorème  que  la  somme  des  trois  angles 
de  tout  triangle  rectiligne  est  égale  à  deux  angles  droits,  théorème  de  la  vérité 
duquel  personne  n"a  douté  jusqu'à,  présent,  parcequ'on  ne  rencontre  aucune  contra- 
diction dans  les  conséquences  qu  on  en  a  déduites  et  que  les  mesures  directes  des 
angles  des  triangles  rectilignes  s'accordent,  dans  les  limites  des  erreurs  des  mo 
sures  les  plus  parfaites,  avec  ce  théorème. 

L'insuflisance  des  notions  fondamentales  pour  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème a  forcé  les  géomètres  d'admettre  explicitement  ou  implicitement  des  supposi- 
tions auxiliaires,  qui.  quoique  simples  qu'elles  paraissent  n'en  sont  pas  moins 
arbitraires  et  par  conscquent  inadmissibles.  Ainsi  j)ar  exemple  on  admet,  qu  un 
cercle  de  rayon  infini  se  confond  avec  une  ligne  droite  et  une  sphère  de  rayon 
infini  avec  un  plan,  que  les  angles  de  tout  triangle  rectiligne  ne  dépendent  que 
du  raj)port  des  côtés  et  non  des  côtés  eux  mêmes,  ou  enfin,  comme  cela  se  fait 
ordinairement  dans  les  éléments  de  géométrie,  que  par  un  point  donné  d'un  plan 
on  ne  peut  menor  qu'une  seule  droite  parallèle  Ji  une  autre  droite  donnée  dans 
le  plan  tandis  que  toutes  les  autres  droites  menées  par  le  même  point  et  dans 
le  même  jdan  doivent  nécessairement,  étant  prolongées  suft'isamment,  couper  la 
droite  donnée.  On  entend  sous  le  nom  de  droite  parallèle  îi  une  autie  droite 
donnée  une  droit»'  qui,  quelque  loin  qu'on  la  prolonge  des  deux  cotés,  ne  coupe 
jamais  celle  à  laquelle  elle  est  parallèle.  Cette  définition  est  par  elle  même  in- 
suffisante, parcoqn  (Ile  ne  caractérise  pas  assez  une  seule  ligne  droite.  On  peut 
dire  la  même  chose  de  la  plupart  des  définitions  données  ordinairement  dans  les 
éléments  de  géométrie,  car  ces  définitiruis  non  seulement  n'indiquent  pas  la  géné- 
ration des  grandeurs  qu'on  définit,  mais  ne  montrent  pas  même  que  ces  gran- 
deurs peuvent  exister.  Ainsi  on  définit  la  ligne  droite  et  le  plan  par  une  de  leur 
propriétés;  on  dit  que  les  lignes  droites  sont  celles  qui  se  confondent  toujours 
dès  quelles  ont  deux  points  communs,    qu  un  plan  est  une  surface  avec  laquelle 
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uni'  li^no  droite  se  confond  toujours    dos  que  lu  droite    a  deux  points  communs 
avec  elle. 

Au  lieu  de  commencer  la  géométrie  par  le  plan  et  la  ligne  droite,  comme 
on  le  fait  ordinairement,  j  ai  jiréféré  de  la  commencer  par  la  sphère  et  le  cercle 
dont  les  définitions  ne  sont  pas  sujettes  au  reproche  d'être  incomplètes  puisqu'elles 
contiennent  l,i  génération  des  grandeurs  qu'on  définit. 

En  suite  je  définis  le  plan  comme  le  lieu  géométrique  des  intersections  de 
sphères  égales  décrites  autour  do  deux  points  fixes  comme  centres.  Enfin  je  défi- 
nis la  ligne  droite  comme  le  lieu  géométrique  des  intersections  de  cercles  égaux 
situés  tous  dans  un  même  plan  et  décrits  de  deux  points  fixes  de  ce  plan  comme 
centres.  Ces  définitions  du  plan  et  de  la  ligne  droite  acceptées,  toute  la  théorie 
des  plans  et  des  droite.s  perpendiculaires  peut  être  exposée  et  démontrée  avec 
beaucoup  de  simplicité  et  de  hriéveté. 

Etant  donné  une  droite  et  un  point  dans  un  plan,  j'appelle  parallèle  à  la 
droite  donnée,  menée  par  le  point  donné,  la  droite  limite  entre  celles  des  droites 
menées  dans  le  même  plan  par  le  même  point  et  prolongées  d'un  coté  delà  per- 
pendiculaire abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  donnée,  qui  la  coupent  et  de  cel- 
les qui  ne  la  coupent  pas. 

J'ai  publié  une  théorie  complète  dos  parallèles  sous  le  titre  „Geometrische 
Untersuchungen  zur  Théorie  der  Parallellinien.  Berlin  1840.  In  der  Finckeschen 
Buchhandlung'-.  Dans  ce  travail  j'ai  exposé  d'abord  tous  les  théorèmes  qui  peu- 
vent être  démontrés  sans  le  secours  de  la  théorie  des  parallèles.  Parmi  ces  théo- 
rèmes, le  théorème  qui  donne  le  rapport  de  la  surface  de  tout  triangle  sphérique 
à  la  sui'face  de  la  sphère  entière  sur  laquelle  il  est  tracé  est  particulièrement 
remarquable  (Geometrische  Untersuchungen  §  27).  Si  A.  B,  C  désignent  les 
angles  d'un  triangle  sphérique  et  tt  deux  angles  droits,  le  rappoi-f  de  la  surface 
de  ce  triangle  à  la  surface  de  la  sphère  à  laquelle  il  appartient  sera  égal  au 
rapjjort  de 

i  (A-hB  +  C—:T) 

à  quatre  angles  droits. 

Ensuite  je  démontre  que  la  somme  des  trois  angles  de  tout  triangle  recti- 
'igne  ne  peut  jamais  surpasser  deux  angles  droits  fGeometr.  IJntei'suchungen. 
§  19)  et  que.  si  cette  somme  <'st  égale  à  deux  angles  didits  dans  un  triangle 
rectiligne  quelconque,  elle  le  sera  dans  tou.s  (Geometr.  l'ntersuchungen  §  20). 
Ainsi  il  n'y  a  que  deux  su])pnsitions  possibles:  ou  la  somme  des  trois  angles  de 
tout  triangle  i-ectiligne  est  égale  ii  deux  angles  droits,  cette  supposition  donne  la 
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«»<'oiii<'frif'  roiiniH'-  -mi  ilaiis  tdiif  tiiaii^lf  nMfilJLMK'  (cffc'  Koriiiiie  est  iiifiiiidn'  {|iit' 
ficiix  jiii'ilfs  iliiiit-^  et  n-ftc  sii|)|(Msi(ioii  >orr  di'  ha.si'  ;i  tiiii-  ;iufit'  iri-oincfrii-.  à 
jaqin'lli;  j'a\ai>.  (Inniit'  li'  ih'Iii  «le  iréitiiK-trie  iiiia^'iiiairi'.  mais  qii  il  fsf  peut  •■irc 
plus  (•itiivt'iialiic  lit'  iioiniiici  i'anjîmniftrit'  |iai<-i'f|ni'  ce  nom  tlrsimic  mut  tlirnrie 
•î('oiiirtn(|in  1,'t'iH'ialf,  ffiii  coiiipicnd  la  ir»'njiiftiic  oifliiiairf  couiiiM'  ras  parficiiliiT. 
Il  suit  ili'^  |ii  iiicipcs  adoptes  dans  la  J'aniri'oiiictri»'.  qn'unr  jicfjicndiciilaiiv  p 
almisMT  d  un  point  d Une  droit»'  nui'  uni'  de  si'S  jiarallolcs  fait  avti  la  prcniiùro 
don\  aiisilfs.  dunt  liin  ist  aii;n.  .1  ajtjM'llr  ct't  anyk'.  angl».-  de  paialiclisnH-  et  lo 
roté  d«'  la  piiMiiii'fr  droite  oii  il  se  trouve,  coté  qui  est  le  nuînie  jhmii-  u>\i^  les 
points  de  rette  <lroite.  cote  du  parallMisnie.  Je  désiirnc  cet  an^^le  pai  II  (p). 
piiisqn  il  dépend  de  la  loniriienr  de  la  peipendirulaire.  I>ans  la  iréometric  ordi- 
iiaii-e  on  a  tonjouts  Il{p)  —  \\n  anirle  droit  iMnir  toute  lon^'uonr  de  ji.  Dans  la 
l'anîréométne  1  anuile  //  (;;)  passe  jiar  toutes  les  valeuis  rlepiiis  zéro  (pii  répond 
à  /;  — o~,  jnsqn  il  //(^i«=uii  anirle  dmit.  poiii- /j-=r).  (fJeoniotnsclit!  rntt'rsucliuii- 
ircn  ^'l'-U.  F'our  <lonner  ii  la  tonrtion  II  ip]  une  valeur  analytique  plus  2ren<^ralt' 
j'adopte,  que  la  valeur  de  vi^tti'  t'oiiiti<in  pour  p  négatif,  cas  auquel  la  défiîiition 
piimifixi-  ne  s'étend  pas.  est  ti.xe  pai'  Tequation  suivante 

lhp\  f  //(-'}>)  =  rr 
ainsi    pour    tout  ani^le    A':>o    et^rr    un  pourra   irnuver    une    liune  p    t'ile    ipie 
]l\p)^A.    où   la   li^'iie  ;)  seia   positive   si   A<i\,  ■    l.'e(  iprnipieiiient    M  existe  poiu' 

toute  lisiie  p  un  aniile  A  tel  que  A^Ihp).  .1  ajipelle  corde  limite  le  cercle  dont 
le  rayon  est  infini,  il  pouna  être  trace  par  appro.xiniation  en  construisant  <le  la 
manit^-re  suivante  autant  île  points  qu'on  voudra.  Prenons  un  point  snr  mie  di'oite 
intliriuie.   niiîinnen^  re  pniut   --nmiiiet   et  cette  dr(iitr  axe  du  cercle  limite,   cnu^trui- 

sons   un  an^:U'  A^a  et    <;.,  .  dnui   le  ^omiuft  cojni-ide  avec  le  ^iiuiui''t   du   cercle 

limite,  et  dnnt  Taxe  suit  un  des  côtés,  suit  entin  a  la  liune  ipii  diUMU'  II  in -^  A 
et  construisons  sur  le  second  coté  de  l'angle,  à  partir  du  sommet  une  droite  2(1. 
le  point  qui  termine  cette  droite  se  trouvera  sur  le  cercle  limite:  potir  continuer 
le  tracé-  du  ceicle  liunte  de  l'autre  côte  de  Taxe  il  faudra  répéter  <efte  construc- 
tion de  ((•  côté.  Il  s  ensuit  que  toutes  les  droites  parallMes  ii  l'axe  du  cercle  li- 
mite peuvent  être  prises  pour  axes.  T<a  révolution  du  cercle  limite  autoiir  d  un 
<!«•  ws  axes  produit  une  surface  que  je  nomme  splif-re  limite,  sutface  qni  e^t  par 
conséquence  la  limite  de  laquelle  la  sphère  s  aiqtroclie  si  le  rayon  croit  à  l'infi- 
ni. Nons  nommerons  laxe  de  rcToIntion.  et  par  conséquence  aussi  toutPJi  les  droi- 

78 


—   620   — 

tes  parallèles  à  l'axi-  do  rovuliition.  axes  de  la  splièrc  liniite  et  plan  diainétra! 
tout  plan  (jni  contient  un  on  plusienres  axes  delà  sphère  limite.  Les  intersectiuns 
de  la  sphère  limite  par  ses  plans  diamétraux  sont  des  cercles  limiie>.  lue  partie 
de  la  surface  de  la  sphère  limite,  limitée  par  trois  arcs  de  cercle  limife,  sera 
nommée  triangle  sphérique  limite,  les  arcs  de  cerclt^  limite  senmf  uppeK^  les 
côtés  et  les  angles  dièdres  entre  les  plans  des  ces  arcs  angles  du  triangle  sphé- 
rique limite.  Deux  droites  parallèles  ;i  une  troisième  sont  parallèles  entre  elles- 
((ieumetiisclie  Untei-suchungen  >^  20).  11  sensuit  que  tous  les  axes  du  cercle 
limite  et  de  la  sphère  limite  sont  parallèles  entre  eux.  .Si  trois  plans  se  coupent 
deux  M  deux  en  tioi^  liroito  pinnllclcs  et  si  Ion  liiiiitc  chafiuc  plan  ;i  la  jiartie 
qui  est  située  entre  ces  parallèles  i.i  suiiniic  des  unis  angles  dièdres  (pie  ces 
plans  fonniiout  sera  égale  ii  i\('i\\  angles  dinits  ((leometrisclic  Intersuchungen 
§  2^).  H  suit  (11'  ce  théoieme  que  la  .soiinue  des  angles  d<'  tout  triangle  sphéri- 
que limite  est  egak'  a  deux  angles  droits,  et  tout  ce  (|u"on  denioutre  dans  la 
géométrie  oi'dinaii'e  <le  la  iinipiufioiialité  des  cotés  des  ti'iangles  rectilignes  i)eut 
par  coMse(|iience  être  deiiionire  de  la  iiiéiiie  iiiaiiière  d;Mis  la  l'augi-niiierrie  des 
triangles  sjdiériques  limites,  en  icuiiilaçant  seulement  les  droites  parallèles  a  Fun 
des  côtés  du  triangle  rectiligne  i)ar  des  arcs  de  ceicle  limite  menés  ]»ai' des  points 
d'un  des  cotés  du  triangle  sj)hérique  limite  et  faisant  tous  le  même  angle  avec 
ce  côté.  Ainsi  par  exemple  si  p.  q.  r  sont  les  côtés  d'un  triangle  sphéricpie  limite 

rectangle    et  P.  Q.        les  angles  opposés    ii  ces  côtés    il  faut  adopter,    de  même 

que  i)our  les  triangles  rectilignes  rectangles  dans  la  géouK'trie  oi-dinaire.  les  équa- 
tions suivantes 

^)  «=  r  sin  F=  r  cos  Ç 

(/  =  r  cos  P=r  sin  Ç 

Dans  la  géométrie  ordinaire  ou  di'iuoutre  que  la  distance  de  deux  droites 
parallèles  est  Constante. 

Dans  la   T'angéonu'tiie  au  contraire  la  distance  /»  d'un  |)oint  d  une  droite  à 

la  droite  parallèl(>  diminue  du  coté  du  itarallelisme.  c fst  ii  ilire  du  côté  veis 
lequ<'l   est  tourne  langle  de  parallélisme  Jl  {}i). 

Maintenant    soient  i.  s',  s" une  série  d  arcs  de  cercle    limite    compris 

entre  deux  limites  parallèles,  qui  servent  daxes  ii  tous  ces  cercles  limites,  et  sup- 
posons que  les  jtarties  rie  chaiiue  parallèle    tumprises  enlie  deux  arcs  consécutifs 
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tiimut  toutes  épalos  t-ntir  t'IIps  et  égales  k  .r,  noiiinions  E  le  rapport  il»-  sas' 

'  -  E 

où  E  est  un  iioiiilip'  j)liis  forain!  que  I  imite. 

Supposons  (l'abonl    (lue  E^      ,  ui.  n  étant  doux  nombres  entiers,    divisons 

III 

1  art  s  en   m   parties  e{,Mle>.   l'ar  les  points  lie  division   nieiioiiN  des  droites  paral- 

IMes  à  Taxe  des  cereles  limites,    ces  parallèles    diviseront  cliaeun   des  ares  s'.  «" 

etc.  en  m   jiarties  éiriiles  entre  elles.    Soit  AJi    la  première  partie  île  s.   J   H'  la 

première  partie  des'.  A"  B"  la  première  partie  de  a"  etc.  A.  A',  A".  .  .  .  les  points 

situés    sur  1  nne  des  par.illèles  dotmees  et  posons  A'  B'  sur  AB  de  manière  fpie 

A  et  A'  coiiicidenf  l't  que  A' II'  tombi'   Mir  AB.    népétons  eette  superposition  n 

fois  de  suite,  ruixpie  par  supposition  \  — '      il  faudra   que  uA'B'  =  inAB  et  que 

\      III 

par  eonstquence  lu  seconde  extrémité  de  AB'  coineide  après  la  «"""■  superposi- 
tion, avec  la  seconde  extrémité  de  s,  qui  sera  divise  en  u  parties  éjïales:  s',  s".... 
seront  aussi  divises  en  m  parties  égales  ciiacun  par  les  droites  jiarallèles  aux  deux 
paiallèles  données.  Mais  si  Ton  imagine,  qu'en  taisant  la  superposition  indiquée 
ci  dessus  A'B'  emporte  la  j)iiitie  ilu  jilan  limite  p.ii-  cet  juc  et  les  deux  paral- 
lèles menées  p,n  I(  s  extrémités  il  est  claii-  qii Cn  même  temps  que  //  lois  A'B' 
rouvre  tout  lare  s,  vA" B"  couvrira  tout  lare  s'  et  ainsi  de  suite  parceque  <lans 
re  cas  les  par.illèlos  doivent  roïncider  dans  toute  leur  étendue  de  sorte  que  roii 

aura 

nA'B"  =  mAB' 

nu  ce  qui  est  la  même  chose 

.,  =     =  E:   „  =  L  etc. 

ce  qu  il  l'aJIait  démontrer. 

Pour  demontrei-  la  même  chose  dans  le  cas  que  E  est  un  nombre  incom- 
mensurable, on  pourra  «niployer  une  des  méthodes  usitéis  pour  des  cas  semblab- 
les dans  la  géométrie  ordinaire:  j'omets  ces  détails  pour  abréger.  Ainsi] 

s      s'      g'  „ 

.<;        H        .s' 

Après  quoi  il  n'est  pas  diflicilc  de  conclure  que 

$''SE-' 
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on   E  est"  la  valcin-  dp  "^  pour  :r.  distiincc  ontiv  les  aies  s.  s'  éirale  it  l'unité. 

.S" 

Il  tant  i-ciiiari|iu'i'  i|uc  i-c  lajipiu-l  I'  ni'  ilc|ii'ii(l  jias  de  la  lniiuiicur  de  lares. 
et  refett  l<-  iiu'-nic  si  Icj;  den.\  droites  iiarallcics  dunnOos  s'c'Ioiiîiient  (ui  se  rap- 
proclicnt  1  iiih;  dr  I  aiitic.  l,c  noinltre  E,  (\m  est  néi-cssaircim'Ut  pins  i^rand  (|ui' 
innitt.'.  nv  dt'pciid  ^nv  dv  riinitc  do  loiigneur.  qni  est  la  distance  entre  den.x  aies 
consécntits  it  (|ni  reste  e(nnplèteniciit  arbitraire.  La  pro])riété  qne  nous  venons 
de  deiiMinrn'i-  pai  rappoit  aux  ares  P.  s',  s"....  subsiste  pom-  les  aires  P.  P'.  F'..., 
limitées  pai'  deux  arcs  conseentits  et  les  deux   parallèles.   On  a  dmie. 

Si   nous  itMmis,>iiiis  i,  aire>  >eniltlables  P.  P.  P....  1  "~-    la  Sduiine  sera 

,,  1  -  E-"- 
1  —  E-' 

Pniir  ;/ =  "o  cette  expi'essiitn  donne  I  aire  de  la  jiartie  du  plan  entre  deux 
droitiv  parallèles,  limitée  d'un  côté  pai-  l'arc  s,  et  illimitée  du  eoté  du  pai-alJélisme. 
et  la   valeur  de  cette  aire  seia 

1  -  >;-' 

Si  n(jns  elidisissciiis  peui  unité  des  aires  laire  P  (jui  it'pend  it  un  arc  s 
é.ual  aussi  à  l'unité  et  ii  .'•  =  !  elle  deviendra  £iénéraieiuent  pnm  un  are  s  quel- 
conque 

Es 
II—  1. 

Dans  la  i;éoinétrie  (odinaire  le  ra]i])(irt  désiiiiié  ])ai'  E  est  ennstant  et  éual 
à  ]'uiiit(-.  il  s'ensuit  (pie  dans  la  u^t'oniétrie  ordinaire  deux  (Imites  ])aialleles  sont 
pai-tiiut  e(piidistaiile^  et  (pw  laire  de  I  i  Jiartie  du  plan  sirué(>  entre  deux  droites 
parallèles  it  liiuité^e  dun  coté  seulement  ]iar  une  iKM'peudieulaire  cniumnne  ii  elles. 
est   infinie. 

( 'iiu^i(l(''i'iiiis  a   présent    un  tiianule    reetilii:ne    reetaniile  dont   n.  h.  c    soient 

les   (étés    et  A.    11.   .,    les  an.::le^   opposes  à   ces  c('ites.    Les  angles   .1.   Ji  peuvent 

elle  pii>  pi. m  de^  angles  de  paralielisuie  Jhu).  // i/î).  corres|)oniiant  a  de^  dro- 
iiev  (le  loiiuiieiir  a.  ji .  jiositlves.  Convenon--  eiicoïc  de  desiuiier  dorénavant  par 
une  lettre  ave<-   un  accent   une  droite  dont   la   lon^iu'in    correspond  a   un  angle  de 
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|>arallèli>iiic  (|iii  t^t  \r  cniiiiiiriiiciit  a  un  aiii^lr  tlinit  de  I  aiifilc  do  naialli'liMin-, 
corn-spomlaut  à  la  «lioiti-  dont  la  loimui'iu  <'<t  ilr-JL'iiff  par  la  iih'mii'-  Iffîn-  sans 
accciif.  (Il-   niaiiifif  a   avoir  tiiiiji.in> 

Il  {a)+  Il  (a  )  =  -rr 

DiVigimii-  p.ii  / Cn  la  partie  d  iiiir  parallrir  a  un  a\c  di- i-crrli-  liiiiitc  iuter- 
cfpU'r  filtre  la  pcrpendiciilairi-  a  Taxe  nionce  par  lo  sniniiii't  du  (  ••rclc  limite 
et  If  cercle  limite  lui  même  >i  cette  parallèle  pas>e  par  un  pi>iiit  delà  pfrpeinti- 
culaire  dont  la  distanci-  au  sonimet  est  n  et  soit  l'utiii  A/ en  la  l"U'_'ue(ir  de  1  aie 
depuis   le  Miiumel    jumju  a   cette   p.irallele 

l>aiis   la   Lrecinit'trie   ccfliiiaire  nu   a 

/km    -   M 
L  [II)  --  n 
pdUI      tiHlIi'    llUlle    II. 

.Miikhi'-  une  pci  prii(li(iil;{in  .1.1  an  plan  du  Irian^di'  rectangle  dimt  de»  cô- 
tés ont  l'té  desimiis  fi.  h.  r.  pei  pendicnlaire  ipii  pa^sr  pji  jesninniei  .1  de  1  aii.irk' 
llia).  l'ais'Mis  passri  par  cetfi'  perpendiiidaire  den.\  plans  dmit  I  un.  ipu  nmis 
appellerons  le  premiei-  plan,  passe  aussi  par  le  <  ôti'  />.  et  I  autre,  le  sccdiid  plan 
par  le  it"ité  r.  Cunsfinisoiis  dans  le  second  plan  la  droite  />/>'  parallide  ii  AA' 
(|ui  passe  par  le  sommet  ïi  de  1  ani;le  //|/?l  et  taisons  passer  un  troisième  iilaii 
par  7î/>"  et  le  (  ôti  '(  du  triaiii^le.  (  e  troisième  plan  cfuipera  le  premier  in  une 
droite  ce  panillèle  ii  AA'.  Concevons  mainiemnit  une  spluir  décrite  du  point  // 
comme  centre  avec  un  ravon  arliitiaire  nnii^^  plus  petii  ipo-  n.  spln-ie  ipii  coupe- 
fa  c(inse(piemment  les  deux  côtes  ".  c  du  trianule  ei  la  droite  />/<'  en  trois 
points,  ipn-  nous  nonuueions.  le  promior  n.  le  second  w.  et  le  troisième  /..  Les 
arcs  de  .iirands  cercles,  interseï  tioiis  de  cette  spliere  par  les  trois  plans  passant 
pal  />'.  cercles  ipii  reunissent  deux  a  deux  les  points  1,.  m.  L  tôrmerjput  un  tri- 
aufîU'  splièriijue  reitaiiLde  en  m.  dont  les  côtes  seront  nm -^  Il  i,h.  I.in  —  IT ir]. 
I.ii'^  Il  {it\.  L  anu'le  spheri(|iie  htmi  ■  Il  [h)  et  1  ai^L'Ie  kw»  sera  ilioit.  l,es  trois 
droites  r-taiit  parallèles  entre  -lies,  la  somnie  des  trois  aul:lt^  dicdrus.  que  les 
parties  des  plans  AA'IU!.  AA'('("  lUrcC'  sjtu.fs  entre  les  dn.ites  AV.  III!. 
CX"  forment  entre  elles,  sera  eirale  a  deux  droits.  Il  s Cnsnit  ipie  le  troisième  ansfle 
du  triaiii^le  splieriipie  sera    mloi^  Il  [u  \.    On   voit   iloio    ipi  a     tout   triaii::le  recti- 
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ligiK'  roctansic  «loiit  los    côtés  sont  n.h.r    et  Ivs  iiiiiilos  i)])])osôs  11  \a).   II i/S),  - 

(■o^■r(•^I)^ln(l  un  triantrlc  splicriqiu'  rrctaniilc  donr  li-s  r-oîi^  sont  Ili/i).  Jl  iv).  II  (a) 

v\  los  aniilcs  iipji.isi's  Iha'u  II  ih).  [^  .    Constiuismis  un  aiitro  triaiiijic  rcftilijînc 

nvtanfïlc  ilmit  les  cotés  pcrjuiicliculaircs  cntic  cii.x  soient  a.  a.  ilont  1  liypotc- 
niise  soit  //.  dont  //(Al  •^oit  l"aniïli'  ojtposô  au  coté  a  et  II  i  u)  laniile  opposé 
au  (ôff  a'.  Passons  dr  cr  nian.ulc  au  triangle  split-iiquc  (jui  lui  correspond  de 
la  inénie  manière  qiu'  le  trianiile  spliérique  /.?/?;/  correspond  ;iu  triangle  ABC. 
Les  côtes  do  ce  triauiile  ^])!i(''rique  sei-ont  consequi'iiiun'!it 

JliU),  u  {(1).  n(a) 
et  les  aiiiïles  o])posés 

/y  (A').   lUa').   ^ 

et  il  aura  ses  jtarties  éjo^ales  aux  parties  correspondantes  du  triangle  sphérique 
k  m  II.  car  les  cotés  de  ce  dernier  étaient 

77(0.  77(/?),  77('7| 
et  les  anirlos  opposés 

77(6),  77(a').  ^ 

et'  (pii  montre,  ([ue  ces  frian.des  sphriique^  ont  Iriirs  hypoténuses  égales  et  un 
anjrle  adjacent  é;j:al. 

]I  s'ensuit  que 

u  =r,  //=/?;  ?)  =  />' 

et  ainsi  1  existence  dun  triangle  rectiligne  rectangle  avec  les  cotes 

fi,         h.         c 

et  les  angles  opposés  77  (a).    77  (y?),  '., 

sujtjiose  re\isttn(c  d  un  aiiiic  tiiangle  lectiligne  rectangle  avec  les  côtés 

n.        a',      /i 

« 

et  les  angles  opposés  T/ib'l.  U  (c).  ,,  . 

On  exprime  la  inènie  chose  en  disant,  que  si 

a.  b.  c,  a.  fi 
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Miiit  lus.  paifii'^  tl  im  triangle  lectili^iiic  rcctaiif;!»', 

(/.  a',  li.  h',  r 

sfiiiiif  lc>  paitifs  (i»iri's|ii>ii<liiiifi'>  «liiii  iiiitii' triaiifîlt'  n'rtili},'in'  n-itaii','!»'.  Si  nous 
constnii.Min>  une  s|»1u'it  limite.  «Imit  l.i  iti-rpciiiliciiliiin'  AA'  au  plan  <lii  tiiaiiu'ie 
lectiliKiu'  rtMtaii,u;lc  floniié  soit  nu  ,i\c  rt  tlunt  le  point  .1  suit  l.-  Mimniet,  uou> 
auion>  un  tiianj.'lr  situé  sui  la  ^plit'ic  linnrt-  rt  piodiiit  par  von  inti-isuction  avec 
l^•^  troi>  plan-^  ciiMilnit^  par-  Irs  tidis  coti'-s  du  tiiaiii;]»'  ilouni'.  l)fsif.'nons  l<'S  tioi.s 
rôfés  (le  (T  fiianuir  spluiiqur  limite  pai-  p.  q.  r  <le  manioie  que  p  .>oif  l'infcr- 
se<-fioii  <le  la  vpliric  limite  par  le  plan  ijui  pa-M- jiai  ti.  q  I  intei^ieciion  de  la 
spliérc  p;(i  le  plan  i|ui  pas>c  pai  //.  /•  I  inteixction  de  la  Nplieie  limite  pai'  le 
plan  (|ui  pass<-  pai"  <-.  le^  ani;le>  opj»o><e^  a  ces  côtés  seront:  //(ai  oppos»-  a  p, 
II  (a)  opjiosé  a  7  et  un  anule  droit  opposi  n  ,-.  hapre^  le-  conventions  adftptt'S 
ci  dessus  q-L{li\.  r  —  l.ic).  \,u  sphéi'r  liiuite  cnupeia  ladmite  ('( "  en  un  point. 
dont  la  distamc  ii  C  sera,  d  après  ces  mêmes  conventions,  /  {In:  delà  même  ma- 
nière nous  anions  /'{c\  poui  ia  distance  du  point  d  intersection  fie  la  spliere  li- 
mite a\ec  la  droite  />/»"  au  point  /)'. 
11  est   facile  a    \oir  ^^\\  on   aura 

f{h>  -t-  /'{II)  ^f{rt 

Dans  le  trianu'le    dont  les    <  otes  sont  les  aies  de  cercle  limite  p.  q.  r  in>us 
aillons 

;)  =  ;•  sin  //(ai:  q==r  vus  II {a). 

Vu   niiiltipliaiit   la   première  de  ces  deii.x  é(|natioiis  par   F^''.   il  viendra 

p  E"'      r  sin  //(ai.   E'  "K 
Mai- 

P  E>''-  -  L{n) 
et  par  i-oiisèquence 

//  |//i  -  /•  sin  II {a).   FJ'' 

l)e  la  même  manière  on  a 

T,  (/«i-r  sin  //(/')    F/" 

En   mèine   feiiip-   q-^i  a»  Il  \ut.    on   ce   i|ni   est    la    ménn-   dio-e    f^ili)      im^  U  ij). 
Ija   ronipHiaison  ilrs  deux   valeur-  de   //  (//|   diuiiie  l'équation 

<-o« //(fl)  — sin /Tl/?!    /?^'  il» 
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V.n  '^iib^fituaiit  h'  à  a  et  e  h,  /?  san<  ohans'Or  n,  co  qui  ost  pi^niiis  d'iiprès 
cv  qui  a  l'tt'  fléinoiiti»'  )»Iiis  liiiiii    n  iii'-  aiinms. 

.     (•Hs/7i//i  =  Mn  //  (<•)-   7?f"' 
un   puisque  '*'' 

.  siii  //([;|  =  biii  //  I')  Jî''  " 

De  la  iii'-iiK'  iiiaiiièi-e  c»)   iluit  avoir 

siîi  //irti  =--  siii  /7(r)  E '''''' 

Multiplions    la    dcinière    équation    par   E''-'     cr  sul)-fifuou<   f(r)    à  la  place  de 
/■(b)-t-/ (>?);  cela  ddiuiera 

M'ii  //(«,  E/'^  -siii  //ir)  y<y  ■ 

Mais  comiuc  dans  un  triante  lectiiiiiue  roctani;le  les  côtés  perpendiculaires 
peuvent  variei-  de  manière  à  laisser  Ihypotlienuse  (((ustante,  nons  pouvons  poser 
dans  cette  équation  »=o  sau-  changer  c,  cela  dunueia.  eu  remarquant  que  f'{o)=o 

et  11(0]--^^  . 

1    =  S!li    //'         E^'  01! 

fin  //  '/  ) 
pour  toute  liirne  c. 

Prenons  iiiaiutrnaiit  r((]u;irioii  ili 

eus  yy  (ai  =-  sin  7/  (/i")  /y"» 

et  subsfituoii>-v   .  ii  la   placf  de   FJ^"  .  elle  nrt^ndra  la  forme  suivante 

Cos  //(al  sin  ll\!i)  =  su\  Il  {/])  (2) 

En  y  changeant  a.  /?.  en  h',  c.  sans  cliansrer  'î.  nous  trouvons 

sin  R  \h)  sin  11  {a)  =  sin  //  (/•) 
L'équation  nM  donne  en  y  chans-eant  le.s  lettres 

Cus  II  {fi)  siu  11  (b)  =-  sin  11  la) 
Si  nouy   clianp:eons  dans  cette  équation  ,8.  h.  a  en  r.  a',  h'  il  viendra 

cos  77  (CI  cos  77  [a)  =  cos  H  {ht  •  (3) 
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\>v  l:i   iiiùin*-   iiiaiiiiTc  iiiuis  aindiis 

(IIS  Uic)  (OS  Ili/i)  -  cas  IHn)  (4) 

Ia's  (<qu!itiiiiis  (^l.  {'^).  (4l  se  lapiiorfi'iit  ii  un  friaiifîlc  splici  iquc  nctaii;,'l(j. 
(Idiii    iioiir^    (Ic^ijincroiis    dans    la  suite    les  côtés  par  <i.  J).  <■    et  les  aimles  A.   B 

opposés  aux  lûtes  a.  h  et  .^    uppdsé  ii  c.  Dans  li-s  équations  citées  imus  pouvons 
mettre  o  ii  la  place  «le  //(/?).  h  a  la  place  de  //(o.  r  à  lajplace  de  IIiuu^- — A 

a   la   itlacc   JI  (Ul.    /<    ii   la   place  de   fl  (h):  de  cette    uiaiiière    les  équations    citées 
deviennent; 

sin  .1  sin  r  ^  sin  n. 

C<IS  /(  NJII    ./    ^   (OS    /;.  (;'(, 

eus  n  cds  />  --   cos  c. 

fies  équations  (ô)  se  iap|toitent  à  un  tiian;,di  ^|)liériqiu'  icctan^'ie.  tel  qii  il 
peut  être  di'dilit  d  un   triaimie    ii'cfiliuue  reetanul»-.    rf   duut   ir^  côte^   ne   peiiMMif 

pai'  conséquence  surpasser    ,  .    Ajoutons  ((ue.    si   nous    menons    un    an    de  marul 

cefcle  par  le  soniiiiet  de  I  anul''   A   perpendiculairement  au  côte  //.  «et  ai«    coupe- 
ra I  arc  ti  ou  son  proNtnjrtMuent  i]r  iiianitTe  que  «liacuu  i\c^  aic^  depuis  le  point 

d  int«Tsection  Jusqu  à  h  seia  =  „  et  I  an;,'le  «le  ces  ai'cs  sera  b.  Après  cela  il  n'est 

|tai   ilitt'iciN'  de  conclure.  «|ue  dans  trian.slo  spliéricpie  rectangle  si 

(■  <  ,    on  devia  avoir  a  <r  ,;  A<r' 

^  ,  n       .        7T 

SI  ^  ~  .,    ""  devia  av«ur  n  =      \  A  = 

l'utin  si  ^>  .,    ""  ''''^'i'   avoir  «  >  \  ;   ^>, 

Il  s  ensuit  que  si  nous  supposons  «>  .  il  tau«ha  sujtposer  en  njênie  temps 
'■  >•  .,  :  /!>•  .,  .  Si  nous  piidon-feons  dans  ce  ras  les  cotés  a.  r  ati  délii  du  co- 
té fc  jusqu  à  liiii  point  «I  intersection  nous  aurons  un  autre  triani^le  sphérique  re«- 
tanîîlo  dont  les  coté-s  seront  rr     n.  h.  .t      r  et  les  anffles  o])i»osés  tt  —  A.  R, 

0  l'st    a  dire    un   tiian;,'le   auquel    les  équations  (ôl    seront    applicables.     .Mais  les 
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équations  (5)  ne  cliaiiirent  pas  tk-  forme  si  Ion  \  substitue  (rr — a)  à  a.  (ît  —  c) 
à  c  l't  (.T  —  A)  à  ^4,  ce  qui  flt'nioiUrc  que  ]c<  ('quiitimis  ("i)  s'ap|ili(|iii'iit  à  tout 
triaiii^Ie  spliérique   rcftaiiiric. 

Passons  à  un  triangle  spliérique  quelconque,  dont  les  côtés  soient  ir.  b.  c  et 
les  anirles  njiposés  ,-1.  B.  C  sans  supposiM-  (|u  un  (K^s  angles  soit  dndt.  parceque 
les  équations  (5)  sont  déniontrées  poui    rc  cas  là. 

.\haissons  du  soimiiet  de  l'ani^le  C  un  ai-c  de  iirand  cercle  p  i)ei-pendiciilaire 
au  coté  c.  Il  peut  y  avoii-  les  cas  suivants:  ou  la  perpendiculaire  p  tombe  dans 
l'intérieur  du  triangle,  divise  l'angle  C  en  deux  i)arties  D.  C  -  D.  et  le  c»*)té  c 
en  deux  parties,  x  opposé  à  D.  et  c  —  .r  oppose  à  C —  D.  ou  cette  perpendi- 
culaire tombe  hoi's  du  triangle  et  ajoute  un  auyie  1)  à  l'angle  C  et  un  arc  x 
au  côté  c. 

Dans  le  pi-emier  ras  ]o  triangle  spbéi'ique  donné  sera  la  somme  de  deux 
triangles  sphériques  rectangles.   Les  côtés  d'un  de  ces  ti-iangles  seront  p.  r.  a.  les 

angles  opposés  IS.  Z).  .^  :    dans    l'autir    les  côtés    seront  p.  c  —  x.  b.  les   angles 

opposés  A.  C — D.  [^  .  li'application  des  (■quations  (ît)  au  premier  triangle  donne 

sin^  =  sin  a  sin  B 

sin  X  =  sin  a  sin  D 

cos^sin  Z) -=  cos  B  '  (A) 

cos  X  sin  H  =  cos  D 

cos  a  =  cos^  cos  X. 

Le  second  triangle  fournit  de  la  même  manière 

siii^  =  sin  b  sin  A 

sin  (c  —  r)  ==  sin  h  sin  (C  —  D)  (B) 

cos^  sin  (C  —  7))  =-  cos  A 

cosjp  cos  [c  —  X)  -^  cos  b. 

La  comparaison  des  deux  valeurs  de  sin  jj  en  {A),  il)}  donne  ensuite 

sin  '1  sin  B  =■  sin  b  sin  A  (6) 

La  dernière  des  équations  (  /.')  étant  divisée  ])ar  la  dernière  dos  équations 
(.4)  donne 

cos  // 

tanea-=  .      —  cotg  c 

"  cos  a  sia  c 
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mais  la  oiiiilùnaiMUi  ilc  la  M-nnide.    rie  lu  troisioiiic  il  de  la  (lernièrt*  des  ^'-qua- 
ti(»ii^  {A}  donne 

fanp  T  —  tan,!;  c  cos  // 

La  (  nniparaistiu  de  te>  deux  valeurs  de  fani;  x  nous  ecindiiit  a  I  éqiiatiou 
suivante  (7) 

(■(is  /;  —  ei)S  n  cos  c  ■=  sin  "  sin  r  cns  B 

Si  la  iteiiiendiculaire  p  loiulie  linis  du  triaufrle  et  a|nute  lare  r  a  Taie  r. 
et  I  aiiule  D  a  I  anirle  C  il  so tonnera  de  même  deux  triangles  spluMiqnes  rectaiifr- 
les.    i,es  côti's  de  liiii  df  re^  <liii\   trijinfile>  seront  p.  j.  (i  et  lis  aiiirles  o|)|iosés 

rr       /.'.    /).      .   Ii's  rotes  di' I  autn  sciciii  y>.  ,  ^  r.  h  les  an^rle^  opposés  ,4.  C-i- /),  ' 
1,  a|)plic.ition   fies  rf|iintious  (ôi   au  j)niiiier  trianiile  donne 

sin  j)  =  >in  n  sin  /< 

sin  r  =  sin  n  sin  T) 

cos  /.'  =  ciisy^  sin  J)  (C) 

eus  I>  =  (fis  J  sin  />' 

e(»  il  =  (OS  ^;  eos  r. 

Le  second  tiianjrle.  dont  7*.  r  +  x.  h  sont  les  côtés  et  A.  f'+D.  J  les  andes  opp(»- 
sés,  fournit  de  la   naine  nianièic 

sin^  —  sin  h  sin  A 

sin  (f-i-.ri  =  >in  />  siu  (C^  1)> 

«•Oh  A  =  cob  ^  sin  {(.'+  l)\  (D) 

cos  (('+  7>)  -<ns  (c  +  x)  sin  A 

cns  /)  •=  cns  p  cos  (c  +  a:). 

,('     La  comjiaraison    des  deux    valeurs  de  sin  p  en  (Ci.  (D)    donne   de  nouveau 
l'équation   (fi):  non-  tirons  des  équations  (C).   (/>l 


rr 
et  des  équation-   ,< 


fani:  .r  =  rotir  r  - 


lins  r  —    tmis  a  co-  />'. 
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La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  fie  taniî  x  nous  mène  de  nouveau  à 
l'équat.  (7)  qui  est  ainsi  démontrée  de  même  que  l'équation  (6)  l'a  été  ci  des- 
sus pour  tous  les  tiiangles  spliériques  en  ijénéial.  L  équation  (7j  donne  pai'  des 
chanfreniens  de  lettres  les  deux  suivantes 

cos  a  —  cos  h  cos  r  --=  sin  h  sin  <■  ms  A 
cos  c  —  cos  a  cos  b  =  sin  "  sin  h  cos  C. 

En  multipliant  la  dornière  par  cos  b,  en  ajoutant  le  ])ro(lnit  à  la  première 
et  en  divisant  la  soiiinK'  ]»ar  sin  h.  il  vient 

cos  a  sin  b  =  sin  c  cos  A  -i-  sin  a  cos  b  cos  6'; 

en  y  substituant  à  la  place  de  sin  r  sa  valeur 

sin  V    . 
sni  c  =        .  sin  r7 

conformément  à  l'équation  (tî)  et  en  divisant  ensuite  par  sin  a.  il  viendra 

cotang  a  sin  6  ==  cotang  A  sin  C+  cos  h  cos  C.  (8) 

En  y  remplaçant  sin  b  \)HV  sa  valoui' 

siu  />' 
sin  a  .     ,  . 
sin  ,1 

et  en  multipliant  ensuite  l'équation  par  sin  A.  il  vient: 

cos  a  sin  B  =  cos  b  cos  C  sin  A  +  sin  C  cos  A 

d'où  nous  tirons  par  un  changement  de  lettres 

cos  b  sin  ^  =  cos  a  cos  Csin  B  +  sin  C  cos  B. 

L'élimination  de  cos  b  des  deux  dei-nières  équations  nous  conduit  à  l'équa- 
tion suivante. 

cos  a  sin  B  sin  C=  eus  B  cos  C'-i-  cos  A  (9) 

Les  équations  (6),  (7),  (8),  (9j  sont  les  mêmes  qu'on  donne  ordinairement 
dans  la  ti'igonométrio  sphérique  et  qu'on  démontre  à  l'aide  delà  géométrie  ordi- 
naire. 

Il  suit  de  ce  qui  jnécède  que  la  trigonométrie  sphérique  reste  la  mênie^  soit 
qu'on  adopte  la  supposition  que  la  somme  des  trois  angles   de  tout  triangle  rec- 
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tilignc  est  éfjjalc  à  deux  unylt'.s  droits,  soit  qu  on  adopte  la  supposition  contiaire 
qu*'  cotte  soninn  rst  tmijouis  uioindic  que  2  droits;  ce  qui  est  trèh  icinarquabie 
et  n'a  pas  lieu  pour  la  tiij^^iiioniftric  rectilisnc.  Avant  que  de  déniontjer  le« 
iquatKius  qui  expriment,  <lans  |;i  J'angeonietrie.  les  relations  entre  les  cotés  et 
les  angles  de  tont  trianfîle  rectilipne.  nons  allons  chercher  pour  tonte  ligne  x  la 
forme  de  la  fonction  (pie  nous  avons  désigné  jnsqn  à  présent  par  II  ix).  Consi- 
dérons jionr  cela  un  triangle   rectiligne  rectangle,    dont  les  cotés  sont  '/.  h.  c  et 

les  angles  opposés  II  (a).  Il  (/S),  .^  •,  prolongeons  c  au  delà  <lu  sommet  tU-  I  ang- 
le II  {/S)  et  faisons  le  prolongement  égal  à  /S.  La  j)erpendiculaire  à  /j.  élevée  à 
l'extrémité  de  cette  ligne  et  du  côté  de  l'angle  ojjposé  par  le  sommet  ii  II [fi) 
sera  parallèle  ii  a  et  à  son  j)roIongement  an  <lel;i  du  sommet  de  II  {fi).  Menons 
encore  par  le  sommet  de  II  (a)  une  droite  parallèle  à  ce  même  prolongement  de  «. 
L'angle  que  cette  droite  fera  avec  c  sera  II{c  +  /3)  et  lanirle  (pi  elle  fera 
avec  h  sera  II  (h)  et  on  aura  l'étpiation 

n{h)=^IIi<+fi)  +  II(a)  iR) 

Si  nous  prenons  la  longueur /î  à  partir  du  sommet  «le  l'angle  /7(/5)  sur  le 
oôté  c  lui  même  et  que  nous  élevons  à  l'extrémité  de  /?  une  perpendiculaire  îi 
â  du  côté  de  l'angle  //  (/S),  cette  droite  sera  parallèle  au  prolonj^ement  de  n  au 
delà  du  sommet  de  l'angle  di-oit.  Menons  par  le  sommet  de  l'angle  II  (a)  une 
droite  paiallèle  à  cette  dernière  peipendiculaire,  qui  sera  conséquemment  aussi 
parallèle  au  second  prolongement  de  a.  L'angle  de  cette  parallèle  avec  c  sera 
dans  tous  les  cas  II  [c  —  fi)  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  h  sera  II  (h),  par  consé- 
quent 

II(b)^IUc-fJ)  —  IIia)  [IF) 

11  est  facile  de  se  convaincre  que  cette  équation  est  vraie  non  seulement  si 
c>fi,  mais  aussi  sic— /S  et  si  c<j5.  En  effet  si  c— /9,  on  a  d'un  côté  II{c—ft)  — 

II W*"  A  1  ^''  I  autre  côté  la  perpendiculaire  à  c  menée  par  le  sommet  de  1  angle 
II  (a)  devient  parallèle  à  a  d  où  il  suit  que  II  ih)^  .,  —Il  (a),  ce  qui  s'accorde 
•vec  notre  équation. 

"  Si  r</?  Textrémité  delà  ligne/?  tombera  au  delà  du  sotnmet  de  l'angle  //(a) 
à  une  distance  égale  h  /5~~c.  La  perpen<liculaire  à  /?  à  cette  extréniifé-  de;?  sera 
parallèle  à  a  et  à  la  droite  menée  par  le  sommet  de  l'angle  77  (a)  parallèlement 
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à  a.    dm  il  suit    que  les  doux  angles  afljaconts  (pie    cette  iiarallèlo    fait  avec 
seront.    l'aigu  égal  à  II{/S~c).  l'obtus  ('-gai   à  n{a)  +  II(h).    Mais  la  somme  de 
deux  angles  adjacents  est  toujours  égale  à  deux  droits;  ainsi 

77  (^—e)  +  II{a)  +  n  (h^^rr 
ou  II  (i»  ^rr~IU/3  —  c)--II(a) 

Mais  d'après  la  définition  de  la  fonction  II (x) 

CT  —  II(^  —  c)  =  n  (c  —ft) 
ce  (|ui  donne 

IUh)^JI{c—/i)  —  Jl{a) 

c'est  à  dii'o  I  équatimi  trouvée  plu>  luiiif.    (|ui  est  ainsi  démontrée    [toiii-  tous  les 
cas.  , 

Les  deux  équations  {II).  [II)  jieuvent  être  remplacées  parles  deux  suivantes 

IIih)='IIir+^3)  +  l  II  {c—,3) 

II  ( a )  =  1  //  (c—^)-  i  II {c  -h j8) 

Mais  l'équation  (">)  nous  donne 

jT,  s      cos  /7 {b) 
cos7Z(c)=       =.y--. 

en  substituant    dans  cette  équation  à  la  place  de  I[{h).    IT{a)    leurs  valeurs,    il 
vient 

cos  II  (C)  =  *^li^^i^:±^  £trM 

cos|' 77"  (/-,?)- î  77  (r+/3)l 

De  cette  équation  nous  déduisons  la  suivante 

tang-' j  II  (c )  =tang  .-  //  ic—^}  tang  -,  Il  (c+yî) 

Les  lignes  e  et/?  pouvant  varierSiudépendeminent  lune  (le  l'autre  dans  tout 
triangle  rectiligne  l'octangle.  nous  pou\ons  poseï-  successivement  dans  la  dernière 
équation  c=/?.  c=2/? r  =  w/?.  et  nous  concluons  des  équations  ainsi  dédui- 
tes, qu'en  général  pnui-  fouti'Jiunie  c  et  poui-  tout  nombre  entier  positif  n 

tang" i  II  {C}  =  tang  i  II  {nr) 

Il  est  facile  de  démontrer  la  vérité  de  cette  équation  pour  >/  négatif  ou 
fractionnaire,   d'oii  il  suit.  (|u'en  choisissant  l'uuite  de  loiii,Mieur  telle  qu'on  ait 

tang;  7/(1  )=f-^ 
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où  t  est  la  biUMt  des  loKaiitliiiios  Neptriuiis,  on  aiiia  pour  foutu  ligne  i 

taiifï:  U  (X)  ■=-!-' 

Cette  cxprcssitui  doniU'  1l(x)  =  '    pour  .r=r^o  et  y/l.rl^o  pour  a;  — oo,  lI{i)-'rT 
pourx= — oo  confornifUKiit  a  ce  que  nous  avons  adopté  et  d('inonfr<'  plnv  liant. 
T,a  valeur  trouvée  pour  tanR;7/(.T)  donne  poui-  toute  ligne  r. 


sin  U  (x)  ■ 


,.*j./.— jf 


cos7/(a;)=''^- , 

et  pour  deux  liî:nes  arbitraires,  x,  ij 

.      ,, ,  ,  sin  //  (»>  sio  //  In) 

I  -4-ri'S  //  1./;  cos  //  (//) 
r,  ,  V  sin  //  (.r'tsin  /7(//) 

,,  fos  //  (.()-+-r.os  n  iii\ 

eus  11  {x+ij]"  ,  -„- r=f- 

-'         I  +COS  fl  {.i)r.os  lI„Uj) 

cos //(a; — u)—  ,,  >,, 

,, ,  ,  sin  //II)  sin  /7(m) 

°       ^        -^        cos  /7^.r)+cbs  //  (i/). 

Les  équations  (2),  (3),  (4)   que  nous  avons  trouvées  pour  un  triangle  sphé- 
lique  rectangle    se  rapportent    aussi  à    un  tiiangle  rectiligne  rectangle    dont  les 

l'ôtés  sont  n.  h,  c  et  les  angles  opposés  77  (a).  Il  (fi)  et  ,,  .  Donc,  en  remplaçant 
7/(0)  i)ar  A,  Il  [fi)  par  B.  nous  aurons  pour  tout  triangle  rectilig)ie  lectangle, 
dont  les  côtés  sont  a,  h,  c  et  oii  A  est  ianirli'  opposé  à  o.  I!  opposé  à  b  et  ', 
opposé  II  r.  1rs  itpiations  suivantes: 

sin  77  (a)  cos  ^- sin  7i         | 

sin  II  (c)  cos  A  -  cos  77  (b)    !  (,10) 

cos  77  (C)  cos  B  =  cos  77  (a)   j 

A  ces  équations  nous  ajoutons  encore  l'équation  que  voici  et  qui  a  etc  aussi 
démontrée  plus  haut 

sin  7/ (a)  sin  7/ (6j  -  sin  7/ (cj  (U^ 


—  634  — 

La  première  de«;  équations  flO)  peut,  en  y  échangeant  les  lettres  entre  elles, 
être  éciite  ainsi 

sin  II  (h)  cos  B  =  sin  A. 

En  y  siilKstituant  la  valeur  de  cos  B.  tirée  di'  la  troisième  des  équatiuns  (10).  il 
vient 

sin  //  (7>)  cos  II  (a)  ==  sin  A  cos  II  (c); 

en  éliminant  de  cette  équation  ^'m  II  (h)  au  moyen  dt;  l'équation  (lli.  nous  aurons 

tant,'  II  (c)  =  sin  ^  tang  77  (n).  (12) 

Soient  maintenant  a.  h.  c  les  côtéb  d  un  triangle  rcctiliguc  quolquouque  et 
A.  II.  C  les  angles  opposés  à  ces  côtés.  Abaissons  du  sommet  de  l'angle  C  une 
l)erpendiculaire  2^  ^'i''  l''  cote  c.  Si  p  toud)e  dans  rintcrii'iir  du  trianglf.  de  ma- 
nière à  diviser  l'angle  C  en  deii.\  jinglt's  D  et  C  —  I)  v\  le  coTc'  r  eu  deux  |)ar- 
ties,  X  opposé  à  D.  c  —  x  oppose  k  C  —  D.  il  se  formera  deux  triangles  lecti- 
lignes  rectangles.   Les  côtés  de  l'un    des  ces    triangles   sci-ont  /).  .r.  //.  les  angles 

opposés  A.  D,      .    les  côtés  de  1  autre    sci-imt  ji.  <■  —  x.    ti  vt  les  angles  opposés 

/;.  c—D,  "". 

'i 

L'application  de  l'équation  (12)  au  premier  de  ces  ti'iangles  donne 

tang  //(6;  =  sin  A  tang  II  ip): 

du  second  de  ces  tiiangles  nous  tirons  de  la  même  manière 

tang  //  (rt)  =  sin  li  tang  H  (p) 
do  il  nous  concluons 

sin  A  tang  II  {a}  =  sin  7?  tang  //  (/>).  (  13) 

Ti'application  des  équations  (lOi  et  (11  i  au  |)remier  triangle  fournit 

cos  //  (h)  cos  y|  —  cos  //  (x) 
sin  II  i./i  .sin  11  (;ji  =sin  77  (b) 
le  second  triangle  d(»nne 

sin  11  (p\  sin  77  (r  —  rr)=sin  77" (rt). 

En  substituant  dans  cette  dernière  équation  au  lieu  de  sin   77  (c  —  x)  sa  va- 
eur  tirée  de  la  foiimde  générale  trouvée  plus  haut  pour  sin  II [x  —  ?/),  il  vient 

siD  7/  («)  _     siB  TJ  (c)  sin  11  {x) 
sin  n  {p)      \  —  cos  //  (r)  cos  //  (.r) 
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(1  du  nous  (lt'duis<iii>  fii  sul)stitu;uit 

sm  //  (//) 
X'-  sin  //  ixi 

cos  //  (x)  =  cds  //(/*)  ctis  A 
l'équation  suivante 

,,  ,, ,  ,,  ,  t       siu // i/»isiu //  f  .     . 

1  —  cos  //  [b)  cos  //  ((•)  cos  A  -  .    ,,  (14) 

^  sin  //  [u  I 

I,cs  i'-(|ii.iti«.ii-  (1?.).  (14)  se  vi'-i'itifiif   rlVlIc^;   iiii-mh-s  si   A  =  ^    ou  lu  f>«'ri)''n(li- 

cuJaire  ;>  >e  confond  avec  k-  côt»-  l>.  car  dans  ce  cas  l'équation  (lo)  st-  réduit  à 
lequatioii  (l'J)  et  I  équation  (14i  à  I  équation  (11).  é!(jiiation-<  qui  ont  été  démon- 
trées poui-  tout  triangle  it'rtili:4nf  rictaui^U-  Si  la  pi  rpcndicMlaire  2>  tonilic  lii>r;s 
du  triangle  sur  le  piidoiigeuiciit  de  r.  et  ajoute  une  liirne  r  à  la  lignt'  r  et  un 
angle  D  à  l'anglr  C.  il  >e  forme  deux  triangles  rectangles.  les  côtés  de  1  un  sont 

;).  X,  b  et  les  angles  opposés  (.t  —  .^i.  D.  \   .  les  côtés  de  l'autre  seront  ;>.    c  +  x 

0  et  les  angles   opposés  ]{.  C-i-  Ih 

L  application  de  l'équation  (l"i)  au  premier  de  ces  triangles  donnr' 
tang  //  (/>)  =-si!i  A  tang  ll[p\. 

Du  Mcond  triaiigU'  iiou>  tiniu>  di-  la  même  manière 
tang  //  (fl)'=sin  /»'  tang  II  (;*). 

Vax  (-liminant  \Mi'^I[{p)  des  diii\  dernières  équation^  ou  trouve  de  nouveau 
léqiiatioii  (i:;).   li'application  des  équations  (10).  (11)  au  premier  fiiangle  fournit 

—  cos  //  (/il  cos  A  =-cos  H  {X) 
sin  //(/<)->iM  //i./isin  //(p); 

du  .second  triangle  nous  fii-ons  de  la  même  manière 

>\\\  Il  (fi)  —  sin  //  (p)  siîi  n  (c  +  ,r). 

Kn  rempl.'tçant    dan>  cette    équation  sin  U[c-\-ri    pur  sa  valeur  tirée    de  la 
formule  générale  trouvée  plus  liant  pour  sin  //(/•  +  //).  on  a 

sin  n  in  sin  II  (r,  sio  //  (j  • 

sio//(/»  1 -rcos //^  «)  cos // iri 

80 


636  — 


En  substituant  dans  cette  équation 


.     „     ,       sis  II  Ib)  iF  .  „  , 

sjn  Jlip)  •=  ^^^  jj  ~  ;  cos  //  (.r)  =  —  cou  JI  (b)  cos  A 

il  vient 

$in  JJjai  _  sin  H  (c) 


sin  II  i.lii         1— cos  II  (h)  cos  /7  le)  cos  À 
équation  identique  à  IVquation  (14). 

Les  équations  (13j,  (14)  sont  ainsi  démontrées  pour  tout  triangle  rectiligne' 
L'équation  (14)  donne  par  un  «liangenient  de  lettres 

1  —  cos  //  tri  ro«  //  (rt)  cos  5=  -  Wrf--^- 

SID  jfi  (i>) 

En  multipliant  cette  équation  membre    à  membre   avec  l'équation  (14)  nous 
trouvons 

1  —  cos  J7  (c)  c^js  H  (a)  cos  B  —  cos  H  (b)  cos  II  (c)  cos  ^ 
+  cos  n  (  fl)  cos  //  (II)  cos  '  n  (c)  cos  A  cos  5  =  sin  ■  TT  (c) 

on  cos'  7/  (f)  —  cos  i/  (c)  cos  II (a)  cos  B  —  cos  U  {h)  cos  -tf  (c)  cos  A 

-~  cos  y/  (o)  cos  n  (&)  cos  '  II  (c)  cos  ^  cos  B  =  0. 

En  supprimant  dans  cette  équation  le  facteur  commun  cos  //  (c)  nous  avons 

cos  n  ic)  +  cos  n  (n)  cos  II  (h)  cos  II  (c)  cos  ^  cos  B  —  cos  II  (a)  cos  B 
—  cos  n  {h)  cos  ^1=0. 

De  la  même  manière  nous  trouvons 

cos  II  (n)-i-  cos  n  (a)  cos  J7  (b)  cos  II  (c)  cos  B  cos  C  —  cos  II  (b)  cos  C 
—  cos  n  (c)  cos  B = 0. 

Multiplions  cette  équation  par  cos  A    et  retranchons    le  produit   du  produit 
de  Téquation  piécédente  par  cosC;  nous  aurons: 

cos  II  (a)  [cos  A  -r-  cos  B  cos  C]  =  cos  H  (c)  j  cos  C+  cos  A  cos  B] 

Élevant  k'S  deux  membres  de  cette  équation   aa  carré  et  divisant  après  par 
cos'''ir(c),  elle  prend  la  f(tnue  suivante 

'"'7»/ '  [fos  -4  +  cos  B  cos  C']'^=  [œs  C+c.)S  A  cos  Bf 

COS      //  ((■; 
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Mai.N  l'équation  il.'Vi  donne 


.«..  Il .     -^-^      ./•  tans' //lo) 
Si  iiiiii>   Mili.sfifiinn^    dans    l'avant-deniiére    t''unatii>n   au  lieu  de        „       sa 

iOi  U  iC) 

valeur  donné»'  ])ar  la  derniéiH,  il  vii-iit 

,.  ,    .        sin' .4     .    ,  .,  Iros  C -h  fini  Jj  cos  Aï  ' 

et  ensuite 

sin    //        '  1  —  ^'°'  '"*  '  -*'"'  ^"'°'  '^  ~  ''"*  ^' 

I  »io'  r  j   *"     :COS  ,1+01»   /.'eus/.')' 

Divisant  les  deux  menihi-t-s  di- cet  te  équation  par  sin' C  —  sin' .4  ♦*(  extrayant 
la  rarine  carrée  il  \it'ndra 

,,  .  sin  />' sin  <' 

sinyi(a)-         ,  „       „ 

«os  .4-t-«os  Acos  < 

sans  anihigiiité    <W  si^ne,    parceque    les  deux  membres    lU-  la    dernière  équation 

sont  tons  les  deux  positifs.  Kn  eR'et   // (rt)<'\    B<_jt.    ('<.-t.  d'oii   il    Miit  que 

les  sinus  de  «-«-s  angles  sont  positifs;  ensuite 

cos^  +  ros(^  +  0  =  2cos!  Uh-B-hOcos  [(B  +  C-A) 
Mais  A  +  Ii-+-C<c,rr.  par  conséquence 

C08  l(A-hB-hC) 

sera  positif  ainsi  que 

cos;  (B  +  C—A), 

en  ajoutant  à  chacun  des  deux  membres  de  la  de?-nière  équation  le  nombre  posi- 
tif sin  B  sin  C  nous  trouvons 

cos  ,4  +  cos  B  cos  On 

Ainsi  dans  tout  trianglt-  n'<-tiii.i;iif 

^.   A  r,        ,,      sini/sioC  ,,rs 

cos  A  +•  cos  B  cos  C  —     r  ,. .  T  (1  •>) 

sin  //((7) 

Fia  multiplication  de  l'équation  (14)    membre  k  menibre    par  I  équation   sui- 
vante, qui  en  ré-^iilte  par  un  cban'.renient  de  lettres 

1    -  cos  //  (0)  cos  //  (h)  cos  C^  .    „  (16) 

80* 
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ddllTU' 

[  1  —  vi»  11  (a)  11  [h]  cob  C]  [1  —  cos  11  (&)  cos  //  (r)  cos  A\  =  sin  ''  11  (h) 

à  laqueJlo  un  jn'ut  après  lexerution  de  la  niiil(iijlicati<in  indiquée  dans  le  premier 
nitiiihn-  ddiintr  la  foniic  snivante: 

cvs'  Il(b)  —  cos  n  (n)  cos  //  [h]  cos  C  —  cos  7/(?))  cos  II  (c)  cos  -4 
+  C0S"  //  ih)  cos  77  (r?)  cos  II  {(■)  cos  J  cos  C'  =  ft 

OU   en  (livisiint   |i;ir  cos  II  (b) 

cos  11  ib)-h  c(is77(V>)  cos  77  (6)  cos  /7;ci  cos  A  cos  C —  eos  77  (n;  cosC 

—  cos  7/ (c)  cos  ^4  =  0  ..;..:/;  ,27^ 

Mais  nous  trouvons  d'api'ès  Icquation  (13) 

cos  II{c)=  -      .     ; cotant  77  f ^ ) . 

siu  ,1 

Dans  cette  équation  nous  pouvons  substituer  à  sin  77  (c)    sa  valeur  tirée  de 
l'équation   (10):  a])i("<  qiini 

jj,  ._  sin  77  (/>)  eus  ZZ  (rti  sin  (' 

[T— cos  77  (rt;  cos  77  [b)  cos  6']  sin  ^-1. 

La  substitution  de  cette  valeui-  de  cos/Zir)  dans  l'équation  (17)  nous  donne 

cotang  A  sin  C  sin  7/  (  ?>)  +  cos  C=  '"^Jl'P  (18) 

cos77(rt)  '^ 

Réunissons  les  équations  (13),  (14),  (15),  (18)   qui  expriment  les  dépendan- 
ces entre  les  côtés  et  les  angles  de  tout  triangle  rectiligne.  pour  en  faciliter  lap- 

plicatioii 

sin  A  fang  77  (")  =  siii  B  t,ing77(?))  j 

1  —  cos  77  ((>)  cos  77  (c)  cos  J  = ^  ,77 

SID  //  fa  ) 

,,../,  E.         /.      '^'n7>'sin  C'  >  (19) 

cos  J  +  cos  ^  cos  6=  I  ' 

sin  II  iuj  j 


cotang  A  sin  C  sin  77 1  b)  -r  cos  (?=  "-——-[  | 


c»s^/Zj6) 
tas  /7  (a) 


A  coniinencei-  par  ces  équations  la  Pangéoniétrie  devient  géométrie  analyti- 
que et  l'orme    de  cotte  manière    une  théorie    géométrique  complète    et    distincte. 
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Ia's  t'qiiafioiis  (H>)  siimii:  à  icjuiscutiT  li's  li;;iitN  courbes  par  des  rqiiafions 
entre  les  (•(lonlomin's  de  leurs  points;  à  calculer  la  Injif^ueur  et  les  aires  ries 
courbes,  les  surfaces  et  les  vohnues  des  corps,  comme  je  lai  montré  dans  les 
mémoires  scientitiques  de  luniversite  de  Kasaii  jtour  I  année  18'_'9. 

Il  a  été  lenianjué'  plus  haut  (|ue  la  l'an^iréonietrie  donne  la  «eonutrie  ordi- 
naire si  MiMis  siip|ii)sous  les  lif,'iies  intiiiiuieiit  petites.  Nous  pouvons  iii.iinttuant 
vérifier  cetti'  assertion. 

Pour  toute  Ujinv x  infiniment  petite  nous  pouvons  admettre  lis  .'àleiirs  apiiro- 
chées  suivant»'s: 

otan;;  yy  (.1)  =  .c 

sin  //  ix)  =  1  —  ]jr' 
eus  //  (Cl-./-. 

Si  nous  regardons  les  cotés  du  tiiaiigle  comme  des  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre  et  rpie  nous  néirliireons  les  infininu'nt  petits  d'un  ordre  supérieur  au 
second,  les  équations  (19)  jucndront,  après  la  sub^fitutinn  des  valeurs  approohé-es 
de  sini/(tt),  sin  JI  (b)  etc.  la  forme  suivante: 

I)  sin  A  =  a  sin  B 
n'^^h'  +  c"  —  2hc  cos  A 
ciis  A  +  COS  (Ji'hC)  =  o 
Il  vin  (,(-t-6')  =  6sin  A. 

Les  deux  premièies  de  ces  é'cpiations  sont  les  équations  connues  de  la  trigo- 
nométrie ordimiire.  I,es  (\vu\  dernières  donnent 

A  +  n+(j=TT. 

Nommons,  pour  donner  un  exemple  de  la  représentation  des  lignt^  courbes 
par  des  équations  entre  les  coordonnées  île  leur  points.  //  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire aliiiis>ee  d Un  point  de  la  circonft'rence  d  un  cercle  de  rayon  r  sur 
un  diamètre  fixe  de  ce  cercle,  et  r  la  fiartie  de  ce  diamètre  entre  le  centre  et 
le  pied  de  la  jieipendicidaire  y.  l,  application  de  l'équation  (II)  au  triangle  rec- 
tangle  dent    les   côtes   si'llt   X.    (/.    /'   ilunui' 

sin  yy  (M  MU  yy  ^_i/>  "^^i»  ^^lo  {'^) 
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ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle  entre  les  coordonnées  rectangles  .r,  ;/.  Si  nous 
convenons  do  compter  x  k  partir  (i'une  extrémité  du  dianiètre,  l'équation  (20) 
devient 

sin  n.\r  —  X)  sin  // ( //i  =  sin  J/ (r ) 
ou  bien  2  (f '"  -i-  e"''  )  =  (/■'—'  -+-  »'-'+')  |c-'  +  c"-»'  ); 

si  nous  divisons  cette  équation  par  c'",  et  que  nous  posons  après  r  =  oo,  nous 
aui'ons  l'équation  suivante,  qui  l•^t  l'équàtinn  du  crrcle  limite 

OH  sin  //  I  )/)  =  tans  :  11  ix). 

Il  suit  de  la  détinition  du  cercle  limite  (jiie  deux  axes  du  cercle  menés  par 
les  deux  extrémités  d  une  même  corde,  sont  également  inclinés  sur  cette  corde, 
pntpriété  qui  pourrait  servir  de  détinition  au  cercle  limite  et  de  laquelle  on  peut 
aussi  déduiie  léfjuation  de  cette  courbe  en  considérant  le  triangle  dont  les  côtés 
sont  .r,  y  t-t  la  cordr  In  du  cerclf  limite;  lis  ani^les  de  ce  trianijle  seront 

//(«) — /7(?/)  ojiposé  à  .r,  //(")  opposé  à  y  et  .^  opposé  à  2rf.  Conformément  aiix 
équations  (10).  (11)  on  a  dans  ce  trianjîle 

sin  II  ix]  siu  l[iy)—v.\\\  U  Ç2a) 

sin  //  (x)  cos  [H  (a)  —  Il  (y)  )  =  sin  II  (a  ) 

sin  II (y)  cos  II (a)  =  sin  \II(n)  ~  IT (y)]. 

La  dernière  équation  donne 

2  tang  //  (y)  =  tang  II  («  )  (2 1) 

et  la  première  peut  être  écrite  ain>.i 

sin  //  ix)  sin  II  (î/)=  ,     ■■■-.,  ,, 

En  sui)stituanf  dans  cette  équation  au  lieu  dr  siir // (p),  1 -i-cos'7/ (rt)  leiu's  va- 
leurs en  tang'//(fl)  et  en  introduisant  la  valeur  de  tang"//(ffj  tirée  de  l'équa- 
tion (21)  il  vient 

sm//(..)s,u//(.,)=,^.,^_^^^.^/^^, 
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et  ensuite 


d'où  nous  (induisons 


,,  2  »ia  //  lui 

sin  //(a-)-  ,         ,  ,' 


i  -f-sin*  Ji{ifi 

En  divisant  la  dernière    de  ces  équations    par  1  avant-dernière  et  extrayant 
la  raciiif  earrée,  intus  aurons 

.  ,,     ,        1  — sin  //  f»/) 

doù  sin//(i/)=  i-Mng^  /J(a;') 

1  +t;iDg  ,  Il  Ix) 

Le  second  nicnibro  do  cette  équation  jieut  prendre  la  forme  suivante: 

rosi  fl  'x')-sio  1  II  ix') 
■  cos  ■  Vi  (jr'j  +  siD  .  7/ (x') 

ou  ''"  lï  ''^ î/^  '-^''I  _  *A" ij^J'^^  »  tang  ?  77  (x) 

ros,';rr-l77(r'/|     cos  ! // 'x) 
et  par  conséquence 

sin  //  ((/)  -=tang  ;  II (x) 

comme  nous  avons  trouve  plus  haut. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  reetification  des  courbes,  cherchons  lexpres- 
sion  de  la  Icintîueur  d  une  (ircoiifVivnce  de  cercle  de  rayon  r.  Menons  deux  ray- 

uns,  dont  I  aiiii;li'  an  rentre  suit        .  où  n  désigne  un  nombre  entier.    Abaissons 

de  l'extrémité  d'un  de  ces  deux  rayons  une  perpendiculaire  j)  .sur  1  autre.  Le  pro- 
duit pu  ditt'érera  dautant  moins  de  la  longueur  de  la  circonférence  du  cercle 
que  «  est  plus  i^riiinl.  Le  triangle  rtîctangle,  dont  p  est  une  cathète.  r  Ihypote- 

nuse  et     '     laiigl»'  npp<isé  a  p  donne  (équat.   13). 

siu  '     taiiK  U  [p)'^  tang  77  (r) 
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Mais   il   f-st  Cl. mit!  quf 

1        I       •    -'•■^1      A 
1  "    I 

pour  >'  =  cc.  tiuidi.s  que 

'  ir  - 

et  w  ieP  —  c~°)=2/)i( 

avt'c  (lin-  approxiiiiati'iu  d  autant  plus  '^lamlr.  que  n  ust  plus  jiraud  et  conséque- 
ment  p  est  plus  petit.  Apiès  (|uni 

ciicniitricucr  wi  —  î/j)  =  '2rr  (■(•ti;'  //(ri 
c'est  à  dire  riici'iifi'iciK-c  ;r)  =  (r'"  —  <~''mt 

ce  qui  donne  poui'  /"  très  jietiî 

citcdiiféreiK-e  l  r)  =  '2rrr 

C(>iiiiiie  daii.>  la  lAtMtiiiénic  nrdiiiaiif. 

Déterniiiii'Ms  ciicuii'  I  arc  s  de  cciclc  limite  au  nioycu  des  c(Mirdoiinées:  y 
peipeiidiculaiir  abaisser  d  nue  extrémité  de  1  aie  s  sur  l'axe  menée  par  1  autre 
extrémité,  x  partie  de  cette  axe  comprise  entre  le  sommet  de  l'arc  et  le  pied 
de  la  ])erpendiculaire.    Soit  c  la  corde  de  lare  s:   soient  de  même  c,,  c,.  c,  .  -  .  . 

1       1        1 
les  cordes  des  arcs  .,.'■•■  .,,S- .,,  s Nousa\oiis  déiuontrc'  jikis  haut  (éqiiat.  21) 

que 

cotu  //  (//i  =  •!  cotu-  //  (  cl. 
senil)lal)lement  on  a 

Cotii-  //  (rf   )  ='_'  COt,^-  ll(,i\) 

cotu-  //(' c,  1  =  2  cotu'  //(;rj 
c,,î-  //i' c.)  =  2  cot!;  tl(:(\- 

et  généralement  pour  tout  iiomlire  n  entier  posiiil 

cot-  //  I     r,,_,  )■=•_'  cot'j:  ll{\c„) 

d'oii  nous  concluons 

cotg  //  (ij)  =  2«+  '  cotg  // (; c„) . 
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ISi  w  ost  iiomhn-    fies  'granit    ft  c„    par  iniiM-qucnl    une   iiu'in-    très  petite    nous 
aurons 

Mais  "J"  f„  =  s  pour  «  —  tc 

d'où    il   suit  qui' 

S-<of-  //  (V)  (22) 

Déterminons  enmre  I  arc  s  rtc  cercle  linutc  au  moyeu  de  lu  partie  t  île  la 
tanu'ente  au  sommet  <ie  I  axe  moui'e  par  une  extn'mitt'  de  lare  s.  roiuprise  entre 
le  point  de  contact  et  lintersection  de  la  tangente  et  de  l'axe  menée  par  I  autre 
extrémité  de  l'arc  s.  c'eNt-à-dire  déterminons  la  fonction  que  nou>  avoii>>  aiipara- 
\aiit  desiiînée   par   /,  i/i      Dan--  le  triani^Ie    dont  les  côtés   sont  c.  t,  /  {t\    et  les 

angles  oppoM's  //(/).  rT  —  H[-c).   '^  — //(.c)  nous  trouvons  en  appliquant  1  équa- 
tion (l'î) 

sin  //  (/)  tan;?  //  lo  -  sin  IL  [;  c)  tani;  //  {t). 
Mais  mms  avons  \u  que  (équation  21) 

taniT  II \\_c)'^2  tanjî  //  (71 
il  quoi  nous  ajouterons  la  remarque  que 

tanç  Iuc)=-         — -^ 
2cosTT{\,:\ 

et  il  vient 

cos  II  (f)-2  cntiî  lfi',r) 

oesf-à-dire.  en  vertu  de  l'éqnation   (22) 

vos  n  il) -s- Lit). 

liéquation  de  la  liune  droite  a  une  forme  assez  compliqin-e.  si  lun  veut 
qu'elle  soit  {îénérale  et  qu'elle  représente  la  lifine  droite,  quelle  que  soit  sa  po- 
sition par  rapport  aux  axes  des  coordonnées.  Abaissons  d  un  point  fixe  di-  la 
droite  donnée  une  perpendiculaire  n  sur  l'axe  des  .r  et  nommons  Ti  1  angle  que 
cette  perpendiiulaire  fait  avec  la  droite.  N'omnions  encore  »/  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  lave  des  x  d  Un  autre  point  de  la  droite  donnée  dont  /    soit  la  di- 
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stance  an  premier  point:  soit  enfin  .f  la  partie  de  laxe  des  x  comprise  entre  les 
deux  perpendiculaires.  Menons  une  li;j:ne  droite  par  le  sommet  de  a  et  le  pied 
de  If  et  soit  >■  la  longueur  <le  la  pai'tie  de  cette  droite  comprise  entre  ces  deux 
points.    11  se  formera  deux  triangles  1  un  rectangle  avec  les  côtés  a,  x,  r    et  les 

angles  opposes  .1.  X.  ',  ,  l'autre  avec  les  côtés  y.  r.  l  et  les  angles  opposés 
L-X.  C.  i^-.4. 

L'application  des  équations  ilO).  ill)  au  premier  de  ces  triangles  donne: 
siu  //(.<)  sin  JI  (/!)  =  sin  11  ir) 
sin  77(x)  cos  X  =  sin  A 
sinyj(rt)  cos  .4  =  sin  X 
cos  7/  (r)  cos  A  =  cos  II  [x) 
cos  n  (r)  cos  X  =  cos  II  {a). 

De  ces  équations  nous  tirons: 

tang  A  =  tang  //  {x)  cos  II  (a) 

tang  II  (r)  =  tang  II (.r)  sin  77  {a)  cos  A 

tang  X=  tang  77  (a)  cos  77  (x) 

cos  77  (.r)  =  cos  77  (r)  cos  .4 

sin  X  =  sin  77  (a)  cos  A 

L'application  de  la  deinière  des  équations  (19)  au  second  triangle  fournit: 
cotg  (L-X)  cos  A  sin  77  (r)  +  sin  A  =  ^^jT/J^J 
d'où  il  suit  que 

cos  U[y)-  ^^jg  ^j^  _  ^^  p^g  j^  5jp  Yi  (,)  +  sin  .  l 

cos  n  (r)  Itang  L  —  lang  XI 

""|1 .4.tg''77tg  A'j  co7TsiD7f  ((/)  sin  n  (.(j-rsin  A  |tg  L  —  tg  X|  ' 

en  substituant  dans  cette  équation  au  lii'w  de  tang  X  sa  valeur,  il  vient 

cos  n  (r)  1  tang  L  —  tang  //  '«)  <■'  s  77  (.t)  1  

COS  77(J/)  =,^  ^jg  j  jg  //(a)  cos  //ixj^fcôs  -4  sin  y;(aj  sin  //  (xj  +  sm  .-1  |ig  7,-!g  77(a)  cos  [i{x)\ 
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Sul)Ntitiuins  ilaiiN  (•«■tto    équation  au  lifu  de  et»  JIn)  sa  valeur;    nous  trou- 
verons foute  réduction  faite  (pie 

fi  '"•*   Il  Ul'i  ...  Il  r  /r.o. 

Cos  II  [U\=      .     ,,        —  sin  //  («)  coti:  //  (Il  cof;,'  Jj.  {16) 

,  ^  sin  //  './ 1 

Si  la  dniiti'  donnée  v>\  parallèle  ii  Taxe  des  3;  on  ania  L^Ilint  et  I  équa- 
tion {'2")  prendr.i   la  tornie  suivante: 

,,  ces  n  !/((        f.os  //  iai 

eos  lliin-  —  - 

sio  II  I  ;  tnng  //  (j| 

ou  eos  11  (  71  =cos  II  {in  i~'  (24) 

Si  nous  dfsi'.MH'M^  par  s.  s  If^  loniîiienrs  de  diMix  ares  de  n-nli-  limite  com- 
pris entre  Taxe  d'^  r  it  la  diuitr  paiallèle  à  cette  axf  et  dont  !••  premiers  soit 
taui^ent  ii  /'  au  j>led  de  n  et  le  second  fanaent  ii  y  an  pied  de  »  nou>  aurons 
d'après  ce  que  nous  avens  déinuntré 

s— cosy/(a) 

s'^cos  //(?/) 
après  quoi 

s'  '^S  P~' 

oit  ï  est  la  distance  entre  les  deux  aies  s  et  s'.  Cette  équation  montre  que  la 
constante  E.  introduite  plus  haut  pour  désij,'ner  le  rapport  (-oustant  de  deux  arcs 
de  cercle  limite  comiuis  entre  deux  i)arallèles.  dont  la  distance  est  ésale  à  limi- 
té, est  é'irale  à  1.  c'est-ii-dire  ii  la  luise  des  logaritlimes  Népt-riens. 

Si  nous  ])osous  dans  léquat.  (23)  «  =  "  et  si  nous  posDiis  .-r     L  a   l.i  place 
de  fj  iuin>  aurons 

cos  11  {in  —  coti;  //  ix)  cots  L 

ce  qui  est  par  coiistqiience  léquatioii  d  une  droite  «pu  |ia>»e  p,ii  loiiïine  des 
roordonnt'es  r  tf  fait  un  aiii^le  f,  avec  la.xe  des  r.  ce  qui  >  accnid"-  avic  IVq  na- 
tion  (10). 

Considéron>  maiiiteiiant  un  quadrilatère,  dont  deux  cotés  n.  ?/  sont  perpen- 
diculaires au  troisii-me  cote  r.  Soit  r  le  quatrième  côté-  et  fp  1  anifle  t-iitre  "  et  c 
tandis  que  I  anj.'le  entre  r  et  »/  i>f  droit.  Menons  la  diai^onale  r  qui  passe  par 
le  sommet  de  l'anule  rf  et  par  le  sommet  de  l'aniil''  ilioit  opixisé.  Cette  dia:,'(>- 
nale  di\i>e  le  quadrilatère  en  deux  triangles  rectaiiirle>.   !,<•>.  coti's  delun  de  ces 

81» 
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deux  triansrlos  snnt  n.x.r  et  les  angles  opposés  A.X,^  ;  les  côtés  del'auti'e  sont 

y,  0.  >•  et  les  angles  it])posés  <p  —  -X,  \^  —  A.  .^  . 

r/applieatioii    des  équations    dOj.  (11),  (l.î)    au  premier    de  ces   triangles 
donne 

sin  //  [r]  =  sin  11  (a)  sin  11  (x)  . 

sin  A  tang  II(ii)  =  sin  X Ung  II  (x)  ■ 

cos  II  (r)  cos  A  =  cos  //  {x)  | 

cos  n  (r)  ros  X  =  cos  II  {a)  ) 

le  second  triangle  fournit  «le  la  niêiiie  manière  les  équations  suivantes: 


(G) 


sin  II  (y)  sin  //  (cj  =  sin  II  (r)  j 

sin  //  (y)  cos  (go  —  X)  ==  cos  ^4  ^ 

cos  II  (;  )  cos  (go  —  X)  =  cos  iZ  (c)  ! 

cos  JI  (r)  sin  .4  =  cos  JI  {y).  > 

L'équation  (12 1  aj)j)liquée  au  ju'emier  triangle  donne 

T.mg  //(>•)=  sin  X  tang  II  ix)    \ 
tang  II (r)  =  sin  A  tang  II  (a)    ï 

tandis  que  l'application  de  la  même  équation  au  second  triangle  founiit 

tang  //  (r)  =  sin  (<p  —  X)  tang  //  {yj    y 
tang  //  (>)  =  cos  A  tang  n  (c)  j 


(H) 


(K) 


(L) 


En  substituant  dans  la  seconde  des  équations  (K)  pour  sin  II  (r)    sa  valeur 
tirée  des  équations  (G)  nous  trouvons 

,,  ,   ,       fin  77  t.(-i  r.os  II  la) 
sin  A  • 

La  substitution  de  cette  valeur  de  vas,  H  (r)  dans  la  dernière  des  équations  (H) 
donne 

cos  II  (y)  =  sin  U  (x)  cos  II  (a).  (25) 

Kn' divisant  membre  à  membre  la  deinière    des  t-quations  (H)    par  la   ti'oi- 
sième  des  équations  (G)  il  vient 

.         cos   //  If/I 

tang  .4=       ,, /' 

cos   //  (x) 
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substituons  dans  cette  i-<|uatii»n  la  valt'iir  «nti' riuii<  \i'ii<iii«-  «If  trouver  pour  fus/hij) 
A  la  place  <lr  cos/Zd/i.    nous  aurons 

tans,'  .(  =  tiin;r  JJ  ix)  cos  //(*«)• 

La  division  nicnibre  à  nieniliie  de  la  sfcunde  des  équations  i(t)  par  la  der- 
nière de  ces  intMiies  ('■(|iiations  |)i()diiif 

lang  A  laog  // (,/ 1      sin  A  l»ng  II  fo 
cos  //  (n  rof  //  io) 

En  sultstituant  dans  cette    t»niatioii  à  la  place  de  sin  A  sa  valeur  tirée  de 
la  dernière  des  équations   (H)   ou  trouve 

tanj;  X=  ■   ,,  cot^,'  Il  tx) 

'0?   //  l((i 

Remplaçant  eiitiu  dans  cette  équation  nts   U  {y}    par  sa  valeur   trouvée  plus 
liaut.  il   vient 

tani;'  X--  <■<<>.  Jl  (j.|  tang  JJ  (O). 

La  couiiiinaisdu  de  la  seconde  des  équations  ^11)  avec  le  première  des  tqua- 
tions  (L)  donne  encore 


,_  lang  7/((/)_iaDg  // (r) 
in  //  (//i  ''ns  A 

riis  //  l'i/)  laog  II  ir] 


tang(9D  —  A')    ...    ■' 

^  sin  //  (//i  -os  A 


OU  fanjî  {w  —  X) 

et  si  nous  substituons  la  valeur  de  taiii://(r)  donnée    par  la  seconde   des  équa- 
tions (K) 

tani:  (çc  —  X»  =  tan^'  ,-1  tanf,'  JJ  [ut  cos  //  (t/). 

Cette  équation  prend,  en  y  substituant  à  la  j)lace  de  tang  A.  tang  X.  leurs 
valeurs  trouvées  plus  haut,  la  forme  suivante: 

tanfrr/;-     ",, ,  <2o) 

Cette  équation  montre  ipie   r  est  toujours  réelle  si  l'angle  9c  «-st  plus  grand 
que   //(//)    rt  plus    petit  qu'un    angle    droit  ou  si  .t  —  ^~>  IJia).  rr       'f  <  ,  ■ 
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Ti»  vaicui-  <K'  vos  II(.ri  est  positive  si  '^^(p~>H \(i\  v\  la  li^nr  .;■  <'st   par  const'- 

qiiciHi'  aiis>i   pi>.--itivt'-.  mais  si  .,  >.t  —  fp^ll\<ij.   la  valeur  de  mt^  Il  [x\  devient 

iiéjïiitive  et  la  ligue  x  est  située  de  lautre  côti'  de  la   jierpendiciilairc  <i. 

Cela  démontre  que  si  deux  didites.  situées  dans  un  uièuic  plan,  ne  se  ren- 
eimlreiit  i)as  qifeique  loin  qudii  les  pri.ldiiiit'  sans  être  jxiurtant  parallèles,  elles 
doivent  être  tontes  les  «leu.x  jjerpendiculaii'o  ii  une  mêmi'  droite:  toutes  les  pai- 
res de  diiiites  qui  étant  dans  le  même  plan  in'  s(]nt  ni  parallèles  ni  perpendi- 
culaiie--  ;i  une  luème  droite  d<iivenf  nécessaiienu'nt  se  eouper.  Les  di-uites  (jui 
étant  dans  un  même  plan  se  coupi'nt  nécessairenu'nt  api'ès  un  ])rolonj;ement  suf- 
fisant ne  sei-ont  done  que  celles.  ])our  chaque  point  desquelles  Taniile,  que  la 
droite  passant  par  ce  point  fait  avec  la  perpendiculaire  abaissé  de  ce  jioint  sur 
Tautre  di-oite.  e-t  plus  petit  ipu'  l'aniile  de  parallélisme  coiresponilant  ii  la  lon- 
iiiieur  de  cette  p<i]ieiidiculai'e.  A  l'aide  des  rt''--ultats  j)récédents  il  est  possible 
de  siuiplitier  beaucoup  réquati(»ii  S"*?ii*^i"a'e  île  la  liuiie  droite  (23)  dans  le  cas  oîi 
la  <Iroiie  il  laquelle  léqiiation  appartient  ne  coupe  pas  l'axe  des  x. 

Suif  n  la  ]ierj)endicidaire  abaissée  sur  l'axe  des  .r  d'un  poiîit  fixe,  mais  arbi- 
traire pris  sur  la  droite  di/nné'e.  />  celui  îles  deux  angles  etirie  cette  perpendi- 
culaire et  la  droite,   qui  est  situé  du  côté  des  x  positifs,  ("herclions  d'abord  une 

liglU'  /   telle  que 

ros  U  [h  =  tang  II  [(t)  cotï  L 

ce  (jui  est  toujours  ixissibU'  tant  que  L^ll[(i).  c  est-ii-dire  tant  ipu'  la  di'oite 
ne  coupe  pas  Taxe  des  x.  Portons  cette  droite  J  sur  l'axe  des  x  a  partii'  i\v 
l'origiiu'  des  coordonnées  du  côté  des  x  |)ositits  nu  négatifs  selon  le  signe  de  l. 
Érigeons  ii  l'extrémité  de  la  ligne  /  une  perpendiculaire  :i  l'axe  des  x.  prolon- 
geons la  jusque  à  ce  qu'elle  ien(  entre  la  ligne  donnée  et  soit  //  la  partie  de  cette 
perpendicidiiii'e  conq)rise  eiitie  la  dinite  donnée  (  t  Taxe  des  x.  L'angle  sous  le- 
rpiel  cette  peri)endiculaire  rencontrera  !a  droite  ilonné'c  doit  êti<'  dioit  d'après 
l'eijuation  l'ilj).  Si  nous  convenons  maintenant  de  prendre  le  itied  de  la  |)er])en- 
diculaire  /)  jxiur  origine  des  coordonnées,  nous  aurons  d'ajuis  l'équation   (25) 

oos  //  (7m  =  cos  //  (|/)  sin  //  {X)  (2?) 

Cl'  qui  est  l'équation  générale  d  une  dioite  oui   ne  (ou]»)'    pas  l'axe  des  .t.     Nous 
pouNons  poser  dans  cette  équation  y  =  (t  et  en  luèiue  temps  .t  =  — /  ce  qui  donne 

ros  /f  (/))  =  cos  II  {(I]  sln  //  {l)\ 
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ft'tti!  i(|iKiti(Hi  pn'inl,  M  liiii  y  siih>fitiio  â  la  |tlarr  dt-  cisZ/iJ/i.  ^iii //(/).    K-urs 
vjilfiiis,  l:i  fol  nu-  Miivaiitc 


(•••s /y  ((/)  vin // (jl  — <«is // ((/)  V  1  —  taii^' '//(<»)  coftf' L. 

LesL'coiiil  iiifiiilnt'  (k'Cott«'i'qiiafioiMlfvifiit  iiiwiv'iiiain' aussitôt  (|ii(' tanç //(ff) 
cotfi  fj^l.  (•  Cst-à-diii'  pimi-  tmitc  tlioito  qui  coui»'  I  a\f  »lrs  r.  A  l'aide  df  ce 
qui  |ii<(t'(lc  nous  pouvons  résoudre  lo  prolilèuie  de  trouver  la  <listaiice  de  «h.'ux 
points,  dont  la  position  dans  h-  plan  est  déterminée  par  l<'urs  («m  vdonnée»;  rer- 
tanf,'ulain's  j.  ij  et  x',y'.  l'osons  pour  abrcfter 

Ax  =  .r'  — T.  Ai/-(/'  —  ly. 

Abaissons  une  ptrpendiculaire  du  -(Uiiiuet  île  y  ->ur  ij'  et  désifjnons  la  lon- 
gueur de  cette  perpendiculaire  par  ij.  tandis  que  »/,  disij:ne  la  partie  de  i/'  coni- 
prise  entre  l'axe  des  .c  et  la  jierjit  ndicidaire  q. 

En  conseipieiKf  de  I  équation  l'-'ô)  non-  aurons 

cos  //  (//,  )  =  cos  //  [)j)  sin  JI  iù^x) 
cos  JI  iq]  ■■=  cos  n  {^T}  sin  Jl  ùj.  ). 

Après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  // .  q  [\  laide  de  ces  équations,  la 
distance  chercliée  des  deux  points,  desijrnons  la  par  r.  sera  donnéi-  par  l'équation 
.suivante,   qui   >e  tire  de  léquation   1 11  ). 

sin  //(;•)  =  sin  II  {y  —  i/J  sin  II  [q). 

Si  ù^x  et  ^y  et  par  conséquence  q.  r  sont  très  petit.s  de  sorte  qu  on  jniisse 
néfîliirer  les  puissances  supérieures  de  ces  quantités  devant  les  inférieures,  ;•  rep- 
résentera l'élément  ds  d  une  li<;ne  courbe  à  l'expression  duquel  on  parvient  en 
prenant 

»in  II  [q)  =  1  —  ;g' 

cos  Jl  {q)'-q  —Iq' 

sin  //(r)  =  l  —  [  r" 

sin  77(1/' —  i/,)  =  l    -ili/— y,)' 


après  quoi  il  vient 


^  "  sin  //  (y) 
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Pou!-  If  rorcle  liinif.f'  on  ;t 

sin  11  ([!)  =-f~'. 

Des  expressions  "lént'rales  qui  détenniiitiit  sin //(rr)  etc.  en  fonction  de  n  et 
qui  ont  été  données  plus  haut,  on  tire 

d  //(/j)  =  —  sin  //(ff.)  dn 

après  quoi  on  trouve  en  ditîérentiant  l'équatiuM  du  ceicie  limite 

sin  //  (i/i  cds  //  (//)  dij  =  c~'  dx 

et  ds  = 

en  intéj^rant  ]>ar  rapport  ii  x  depuis  x  =  o.  ou  trouve 

ou  autrement 

s==cotj"'  //  {y) 

coniine  nous  l'avons  trouvi'  ]ilii>  liaur.  Si  nous  désignons  pai-  r  la  distance  d'un 
point  d'une  ligne  courbe  à  lorigine  des  coordonnées  et  par  95  l'angle  que  cette 
distance  r  t'ait  avec  l'axe  des  x  positifs,  nous  aurons  dans  le  triangle,  dont  les 
côtés  sont  ]j,  X.  r  d'après  l'équation  |12) 

tang  //(>•)  =  sin  j)  tang  //(y)- 

Ya\  i)rrnaiit  les  logarithmes  des  deu.x  memlucs  de  cette  équation  et  en  difFé- 
rentiant   pai-  rapî)ort  à  y,  95,  >\  il  vient 

th  .         ,  li'i 

„  ,     =  —  f'f'^S  (fdcc-r       „ ,     . 

De  cette  équation  nous  tirons 


d/i)  •=  \  cotg  qp  dœ+     '  '         cos  JI 

I  r       r        ,.,,5  //  ij.,  j 


di) 


ou  en  y  substituant  it  la  piai-r  de  cos   //(//)   mi  valcui-  eu   r  et  9? 

cos  7"  O'is  //  (;•)  (/(jP  +  sin  rp  tir 
V  1  —  cds*  7-  ces'  //  (cl 

Pour  exprimer  dx.  en  r  et  99  prenons  (équat.   10) 

cos  //  (r)  cos  90  =  cos  //  {X). 


—  er.i 

La  dirtiiviitiatioii    ji.ti    lapiioif  n   /•    '/,  r  ilis  |ii;,Miifliiiit  s    liis  i|.ii\   lll(.•Ill^)n.'^  de 
cette  i-quatioii  t'oiiniit 

■■in'  //(»•)  lii  j         '*in'  lli.it  ilr 

—  tanugo  dcf- 

ciM  //  (r)  ros  //  1./ 

d'iiii    iH'ii-   riiou-,  ;i   l'aiiii-  (les  cquatioiis 

siii  //  ix)  siii  /Z(*/i  — siii  //  (n 
(lis  //  (n  eus  9P  =c(is  //(.ri. 

l'équatiitii  suivante,  ijui  i-xprinii'  la  valeur  clicrcliée 

(//  P.cS  71  sin  //    ,  r  (/;•  —  //(/)  «io  fj'  col;;  /7  >)• 

»'Q  //  '.'/'  V   1   _  rns'f  cos*  Il  {,< 

ajirè*  qiii^i 

f/s  =  V  dr'-i-dfp'vittix'  //(n. 

Pour  lo  ctrcle.    eu  siipiiosaiif    ijim'  rorluniie  (Ie>  {•(lonldunécs    est  au  ceufie.  nous 
trouvons.  jnii>(|ue  dr  —  n. 

ds  =  d(f  cot^i  II  {)■): 

en  intéiriant  (l(>j)uis  ^^  =  0  jusqu'à  7;=-  .,   et  en  niiiltiiilianf  le  résultat  jiar  1   nous 
trouvcms  lexpression  suivante  de  l.i  eirconfcreiice  du  cercle  de  ravon  r 

i.Tcots;  //(r) 

qui  coincide  a\i'c  celle  (jiie  non-  a\nn>  tinuvee  plu--   liant. 

Si  nous  appehuis  s  un  .ne  de  cercle  limite  compte  depuis  1  a\e  de>  ./ .  la 
révolution  de  s  autiuir  de  Taxe  des  .r  j)roduiia  une  partie  de  splière  iiunte  et 
l'extrémité  de  cet  aie  di-crira  une  circtuiterence  de  cercle,  qui  se  dctcnnine  sur 
la  sphère  limite  de  la  même  maiiiorc  qu'une  circoiifereiu  e  de  layon  s  e>t  déter- 
minée dans  son  plan  dans  la  i;fométiie  oïdinaire.  ilou  il  suit  que  la  circonfé- 
rence doit  être  ('•u^l!e  à  •JrT  s.  De  I  autie  cote  la  circonférence  du  inêmi'  cercle 
considérée  dan-  son  plan  ou  la  jierpeiidicidaire  //.  abaissée  d  une  extremitt-  de 
lare  s  sur  1  a.xe  de  cercle  limite  qui  sert  d'axe  des  .r  et  passe  par  l'autre  extré- 
niité-,  est  le  rayon  <lu  cercle,  sera  donnée  dans  la  l'aniîéoniétrie  pai-  la  formule 

'J.T  cot   //('/: 
d  ou    il   suit   que 

S  =  COt;î  //  (1/1 


—  652  — 

coimiu'  il  a  oft'  déniontiv  auiiaravant. 

Pom-  tnmvtT  rolément  des  aires  planes  nous  divisons  lo  plan  iiar  des  cerc- 
les limites  qui  tous  ont  pour  axe  l'axe  desrc  de  manière  que  la  distance  de  cha- 
que rei'cle  limite  au  suivant  soit  intiniment  jx'tite  et  puisse  être  exprimée  pai-  dx. 
Soit  s  lare  dun  de  ces  cercles  limites  compris  entri'  l'axe  des  x  et  un  point 
dune  ligne  courbe  donnée  dont  les  coordonnées  soient  x,  y.  Soit  encore  s'  lare 
d'un  auti-e  de  ces  cei'cles  limites  compris  entre  l'axe  des  x  et  un  point  «le  la 
courbe  donnée,  détermim-  par  les  conrdomiées  x  +  dx.  y  +  dy. 

La  partie  infiniment  petite  du  plan  comjnise  entre  s  et  s'  d'un  coté  et  entre 
la  courbe  et  l'axe  des  x  de  l'autre  côte  aura  pour  expression 

,  rs  (l.r. 

ds=        , 


ou,  en  substituant  s  =  cotgy/(//) 

,       i:  (h 

7s  = 

,  —  1 


,   _  r;  dx  cotg  n  iy\ 


Comme  exemple  déterminons  l'aiti'  du  cercle  limite  pour  lequel  nous  avons 
trouvé  l'équation  en  coordonnées  rectangulaires 

sin  II  [y)  =  e~' 

à  l'aide    de  laquelle    nous  trouvons    lexiiressioii  suivante    de  la  difft'reiitielle    de 
l'aire  cherchée 


ds- 


dy  cos  II  ( y)  cotg  II  {y). 


En  intégrant    cette  expression  depuis  y  =  <i.    nous  tiouvons    pour  l'aire  comprise 
entre  l'arc  de  cercle  limite,  l'axe  des  x  et  l'ordonnée  ;/ 


s=  ,,_  1  [eotgii(i/) 


iUy)\ 


Nous  avons  vu  que  la  partie  d'un  plan  comjjrise  entre  deux  droites  paral- 
lèles, prolongées  indéfiniment  du  côté  du  parallélisme  et  limitée  par  un  arc  s  de 
cercle  limite  auquel  les  deux  parallèles  servent  d'axes,  a  pour  expression 


es    _  '  «""iR  H  >fi) 
p  —  i  ~      ,  —  \ 


Après  quoi  nous  trouvons  pour  laire    comprise  entre  deux  «Iroites   parallè- 
les, d<int  l'une  perpendiculaii'c  à  (/.  menées  i)ar  les  deux  extrémités  de  y  et  pro- 


—  G53  — 
onfî(5cs  iiidi-finimiiit  ilii  coti    «lu  parallèlisiiiv.  Ih  forniHlo 

.  .T        //  (//). 

A  l'iiidr  fil  (■(  ttf  t'ciiiml-'  iiiiii^  pniivdiiN  (li'tcnniiiiT  I  aire  «luii  triani^lo  ni;- 
tili^'iir  fil   fniK  tinii  (|(-  aiiîîlrs  <!••  CI'  tiiiiimlf.    Soinit   |i<iiii-  rcla   Ii-s  roft'-s    fin  tri- 

niiiiU'  ii.h.i   et  It-  aIl^'ll■s  (t|)|ti.;M>  A  =^  Il  {a).  lj==JI{/i).  [^  :    |)r<>li>iijieiin>  1  hypo- 

tt'iniM'  (  an  «Icla  du  soiuiin-t  de  ranirlc  //(/'?i  ff  laisniis  If  |irii!niii,'enit'iit  t'-tral  à 
/?.  La  i)fi|ifiidicnlairo  à  /?  menée  par  l'extiéiiiité  de  /i  sera  jiarallèlo  au  pndon- 
peineiit  du  n>tf  (/  et  l'aire  df  la  partie  du  plan  ((iinprise  entre  et*s  deux  paral- 
lèles prolfin^^tes  indctininient  du  cote  du  parallélisnif  et  liniitéf  de  l'autre  eùtc 
jtar  la  lii,'ne  /?  aura  pour  valeur 

:  rr  -  //  (/?) 

Si  nous  menons  nuiinfenaut  par  If  sommet  df  I  an.ijle  A  iiiif  parallélf  à  la 
perpendiculaire  qui  sera  pai-  conscquenoe  inelinée  sur  c  sous  langle  //  (f +/f) 
et  seia  aussi  paiallèle  au  prolonirement  de  a.  la  valeur  di'  la  partie  du  plan  entrit 
C4-/?  et  Iw  deux  parallfifs  prolon;rées  à  l'infini  du  rote  du  parallélisme  sera 

'  rr  —  //ir  +  /î). 

De  la  même  manière  la  partif  du  plan  futif  /*.  la  droite  menée  par  If  som- 
met df  A  ft  If  loti'  Il  avf(   >iiu  jirolonyement  est 

-;.T-y/(M. 

Après  quoi  la  soumif  df  _,  —  //(/?(  f t  de  —  //(//)  diniinuéf  de  ^ —//(e -»-/?) 
sera  l'exprrssion  df  I  airf  du  trianjrle.  qui  aura  ainsi  pour  valeur 

Mai>  nous  avons  déniontré  que 

//(6)  =  //(a)-i-//(r-H/î). 

Kn  sulistituaiil    dan>  l'expression    de  lain-    du  triangle    rertili?ne  rcrfanglf 
cettf  valein*  à  lap!a(f  df  II  {In.  1  expression  decettf  aire  i)rend  la  forme  suivante 

-  .T  —  //la'  --  //(/J) 

8?* 


—  (;r.4  — 

c'est-à-diie  que  laire  d'un  fiianî;:le  recfiligne  rectangle  est  égale  à  la  différence 
entre  deux  angles  droits  et  la  somme  des  trois  angles  du  triangle:  d  où  il  suit 
encore  que  l'aire  de  tout  triangle  rectiligne  est  égale  à  l'excès  de  deux  angles 
droits  >ur  la  somme  des  trois  angles  du  ti'iangle.  Cela  suit  de  ce  que  l'aire  de 
tiiur  triangle  rectiligne  c^t  la  sdininc  ilrs  aires  fie  deux  triangles  rectilignes  rec- 
tangles. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède,  que  l'aire  de  tout  quadiilatère 
est  égale  à  lexcés  de  quatre  angles  droits  sur  la  somme  des  quatre  angles  du 
quadrilatère  et  en  général  que  l'aire  de  tout  polygone  de  n  cotés  est  égale  a 
l'excès  de  (n — 2)  .t  sur  la  somme  des  angles  du  polygone. 

Considérons  en  ])articulier  un  (luadrilatère.  dont  deux  côtés  n.  y  sont  tous 
les  deux  perpendiculaires  au  troisième  côté  x,  et  dont  le  quatrième  côté  t  est 
perpendiculaire  an  côté  a  et  fait  avec  ;/  un  angle  que  nous  désignons  par  cj. 
Nous  avons  démontré  plus  haut  (t-quation  25)  qu'entre  les  parties  constituantes 
d'un  tel  quadrilatèi-e  il  existe  l'équation  suivante 

eus  JI  (a)  =  cos  II  {11}  sin  Jl  (.r). 

Si  nous  considérons  x.  ij  comme  variables  et  a  comme  ciinstante.  l'aire  de 
ce  quadrilatère  s'expiime.  comme  toute  aire  plane,  d'après  ce  qui  a  été  démontré 
plus  haut,  par  l'intégrale 

1  dx  cotg  n  {y) 


qui  appliquée  au  cas  qui  nous  occupe,  donne,  en  substituant  la  valeur  de  cotg //(i/), 
la  valfus  suivante  de  l'aire 

i'        dx  Bos  n  (ai 

J  Vs\^n(x]—ao%*  Jlta) 

tandis  que  cette  même  aire  est,    en  conséquence  du  théorème  qui  exprime  l'aire 
de  tout  j)olygone  plan  en  fonction  des  angles 


=-  ,  .-T  —  « 
ce  qui  donne 


cLc 


ITT  —  03  =  cou  II  ia)     1    7r.-z:^-.3r=rr^---=^,-T-      .  (M) 

■^  JVsin'/7(.r)  -  ros"  //fa)  ' 

L'angle  a.  que  le  côté  t  fait  avec  le  côté  y,    est  donné  par  l'équation   sui- 
vante (équation  26) 

lang  //(m) 

tang  6}=     -  „-^'; 

^  COS  //  IX) 


-    6.')-)  ^- 

nous  l'ciiviius  ilaii»  I  (•(|iiatioii   iMi  a  :ih  lien  de   //(«m  et;  au  liot!  <1«'  fl\.r).  «Ile 
(levicndia: 


1*  ilï 


où  a  i'>t  mie  f|iiaiififf  ('(iiistaiite. 

ïùi  justessi"  (lo  la  valeur  tioini'f  ])inir  cftte  inté!.'ijile  peut  étjv  véiifit'''  par 
la  (liHiiviifiatioii.  [,a  raiii,'oi>iiHtrio  indique  aiii^i  iiuo  nouvelle  nicthi  !e  poui-  tinu- 
ver  li's  valeuis  appidchees  des  intt'iriale><  detini'-^. 

Sdit  dunnce  i'inteirrale 


Aih- 

ou  ,1  e>t  une  riinctiiiii  donnée  de  .':  piiui'  ralculei"  la  vaieu!'  de  i<-tte  intef^iale 
il  faut  poser  .4  =  (iit;u' // (//)  et  détei  luiner  les  valeurs  de  y.  .'/"•  7  ete.  qui  eorres- 
pondent  à  ./', .»". ./".  .  .  prises  arbitrairement  dans  les  iinlite^  de  l'intégration; 
apri'>  il  faut  calcider  la  loiif^iieui'  des  eordes  qui  réunissent  les  soiuniets  de  y'  à 
)j".  lie  v"  il  »/■"  etc.  et  ainsi  de  ^^uite.  et  les  aniîlcs  que  clinqui'  curde  fait  avec 
le  piiiliingenient  de  la  eorde  suivante.  La  >uuinie  de  ces  anjjles  donnera  la  valeur 
apju-ocliée  de  l'intégrale. 

L'aire  de  la  partie  du  |)lan.  cninpiise  rnlrc  une  rhuite  donnée  et  deiw 
droites  parallèles  fntre  elles,  menées  p.ii-  les  extrémité^  de  la  dn.itr  rlonnt'e  et 
prolon^jees  indétininient  du  côté  du  paiallèlisiue,  sera  égal  à  rr  moin*  la  somme 
des  deux  anodes  que  les  deux  parallèirs  font  avec  la  droite  donnée,  parce  que 
cetti-  tiirnre  |)euf-étre  rei^ai'dee  comme  un  tiiande  dont  un  des  aniudes  serait  nul. 

Ti'aire  d'une  coiirlie  plani'  i)eut  être  divis(-<'  vu  éléments  par  des  droites  tou- 
tes parallèles  à  une  droite  donnée  pai-  <'xemplt>  à  l'axe  des  y.  Si  nous  ïnenons 
par  l'extri-mitc  de  l'abscisse  .r  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  i/.  eette  droite  fe- 
ra avec  I  a\f  de-  ./•  un  anî,de— // (r):  la  droite  menée  i)ar  l'extrémité  de  l'abscisse 
T  +  d.r  fera  de  même  avec  Taxe  des  j  un  an^le  é'gal  n  lliT -i-dx).  d'où  il  suit  que 
faire  lie  la  paitir  du  i)lan  cnmprisf  i-ntre  dr  et  ces  deux  parallèles  sera  égale 
à  —  d  II  [T).  Soif  maintenant  i(  la  longueur  di-  la  jmrtie  de  la  jiremière  i)arallè- 
!<•  compiisc  entre  Taxe  des  x  et  la  courbe,  la  partie  de  faire  comprise  entir  les 
deux  parallèles  ipii  est  liors  de  la  loiulie  donné-e  sera  d  ajirès  ce  qui  à  ete  dé- 
nmntii'  plus   haut: 

—  <-"  d  H[X\ 


—  6r.6  — 

(1  nii    il  suit  que  la  partii-  dt-  cette    aire  ijui  i  sr    sitiu'-e    entre  la  coiirbe  et  Taxe 
des  ;r.  ('"est-ii-ilire  l'éiéni'-iit  de  l'aire  «le  la   cnurlie.  ama   iimir  expression: 

d5  =  _  (1  —  e-"i  (]  Il  ix). 

Pour  ealculrr  l'aire  tl'un  (cnlc  ili'  rayon  r.    il  faut    ilaiis  l'expression  géné- 
rali-  «le  rt'U''iiieiit  de  I  aire  dune  courbe  truuvée  aupar;t\aiit.  expression  qui  était 

dS  =  (lr  cotg  7/(J/) 

substituer  la  vaKiii-  de  (.-oVj:  Jl  ui)  tirée  de  1  t'quation  du  (titU' 

sin  1I{X]  sin  //(_v)=sin  Jl  (ri 
oii  Torigine  des  coordonnées  rectaniiulaires  est  au  teiitrc  du  cercle,  cela  donne 

/sin"  11  j.. 


dS 


-    ,  /sia'  11' JL,       , 


en  intégrant  depuit  oc  =  o.  non>  trouvons 

,.  1  .         COS  IIi.t)\  .      /COlg  //  ixj- 

i>=  arc  sm  i  — ,, —  j  —  arc  sin         -^  ■     . 

Pour  x^r.  cela  donn^'  [lour  laire  du  quart  du  cercle 

^  >     -7- 

•J  sin  //  (>• 
en  multipliant  pir  4  nous  tiouvoiis  pour  lairt-  du  cercle 


'lrr\  .   \, 1>  =rr  [r^        --'^^' 


\  sia  Jhr)  \ 

Si  r  est  cxtrènieiiient  i)etit  cette  expressiim  donne  Tairt'  du  cercle  =  ?r  r'.  ce 
qui  est  la  même  expression  que  la  géométrie  ordinaire  tourin'f  jionr  l'aire  du  cercle. 

L'expression  précédente  de  l'aire  du  cerclf  nous  pciiiict  dr  donner  à  l'élé- 
ment de  laiie  de  toute  Hune  coiirl>c  cncoïc  l'exiiression  suivante: 

ds=dcp  !  .  !,,  i-il 

(  sm  //  (W  ) 

oii  r  est  le  rayon  vecteur  mené  de  l'oiigine  des  coordonnées  a  un  p(»int  de  la 
courbe  etgs  l'angle  que  ce  rayon  vecteur  fait  avec  nne  droite  fixe,  qui  passe  par 
lorigine  des  coordonnées. 


—  (j57  — 

Lapplicatiim    (!>•  cfftt'   tonniili'   ;i  l;i  tirtririiinati-in    "!<•  I  airv    fl  un  friaiiu'Ie 

r«'ctilii!;ii»'.  «loiit  les  nStrs  sont  n.li,'-  et  li-s  aii^rli's  i»ppi)<i>;  A.  B.  C  donne.  <i  mtnv 

repardiins  les  angles  .4.  C  et  les  n'itt's  /<.  ^j  ciimine  vaiiable>  I  aire   du  triangle 

.1 

-\    '^A       nn   -M- 

Le  côtt' /*  ^  C.xpiiiiu'  (11  tnnctiiiii  (Il  , .  .1. /?  ii  laide  lit- la  dernii-rc  des  •  (niafions  (  19) 

...  ,      •        ,r  i  C05   //  In 

eottr  «  siii  .-l  •-111 // (rl  +  cos  .1=         ,,  ,    . 

Tirons  de  cette  eqnatinn    la  valeur   de  sin  II  ib)  et  •^iibstitiion-^  la   dans    l'expres- 
sion  «le  l'aire  du  trianirle.   il  viendia 

.1 
Taire  du  triangle  =  S=  |      ,  A 

"V  fotj;  y;  sin  .1  sin  //  '■   -r.ç    !' 

Mais  il  a  ete  démontre  que  lairi'  du  triangle  est 

=  .T-  .1—  7?  — C 
où  ,4  et  7>  sont  des  angles  dnnnis  et  C  est  donn»'  par  l'équation  (19) 

Cfiî;  C7-I- (OS  .4  eos  I>  = 

fin  //  (. 

La  conipaiaison  de  ces  deux  e.xpressions  de  l'aire  du  triangle  donne  ensuite: 

A 

p  _  p_  C  ilA  jfoig  y/sin  .1  sic  //(.  ;+cos  .41 

J  1''  iiOlg  Jl  sio  .1  fio  //  I'  M-cos  .II'  —  cos'  //  <  j  ' 

Si.B«  .,    cette  tfquation  donne 

.1 

1*     ros  J   ,/.! 


'•i  JVfos' .1  —  cos'  y/ 


••quation   qui.  après  l'intégration,  prend  la  f4irn)e 

.,   —  '-  '=^><'  "-in    .    ,, 
ce  qui  tst  d'accord  a\ec  l'équation  (|ui   détermine  C. 


—  658  — 

On  pi-ut  dëdiiii-f  de  et'  qui  j)ii'CtMli'  tlciix  rxjjicssidii^  dr  la  vak'ur  de  Taire 
de  titut  pnlviïonc  t'eniH''.  l'nm-  exininu'c  ]»ar  iiiie  intégi'ulc  détinif.  l'aiiîiv  dépen- 
dant .seuleiiH'iit  (Ir  lit  Miiiiine  des  an,!j;!es  du  ijolviioue.  Li's  deux  valeui's  de  la 
même  aire  doivent  être  ésales  entre  elles,  un  ;i  de  cette  manière  un  iKuiveau 
moven  de  trouver  la  valeur  de  lieaucimii  ilinteLiiales  dt'tinies.  \aleurs  qu  il  serait 
souvent  difticile  de  trouver  d  une  autre  manière. 

T'uui'  en  dniuu'r  encore  un  exemple  considi'roiis  un  ti'iani;Ie  iectili,i,'ne  rec- 
tanjile.  qui  a  pour  côtés  de  l'angle  droit  x.  ij  et  pour  liypothenuse  r.  Soit  A 
langle  (q)posé  à  ij  et  B  l'angle  o])posé  à  x.  Les  équations  (10).  (11)  donnent 
poui'  ce  triangle 

sin  Uix]  sin  II  |7/i  =  >iu  //  (>•) 
sin  //  (.r)  cos  7?  =  sin  A 
eos  //  (  n  cos  A  =  cos  ll{x) 
^•os  //  (r)  cos  7>  =  cos  //  (//) 

De  ce.s  équations  nous  déduisons 
,T  .  cos  //  (.>  ) 

cosi/(n  = 

ros  A 

Sin  //(>-=!  A-  /<=os//,.or 


.      „  1  /,  cos /i  un'      _/         1  cotg-7Z(jri 

^"'  ^^'"'^  sin  //  (.-)V       "       cos  r'    ~\  si,.'  //(.,-,  "     cos'  A 

SÏQ  A-    l'OS   //  '.''^ 

ctu-  //  (  '/ 1  =    ,         —  , ,        . 

Vcos-  ^1  —  COS'  //  (,/  ) 

En  substituant  dans  cette  dernière  é(inatinii  //(.n  =  ;,  —  fj.   nous  trouv(.ns 

sin  ,1  sin  i) 

COt-     Il    0/)=--=-^:  .     ,         . 

Vftos*  A  —  sin   w 

Mais  nous  avons  \u  (juc  la  dittereiitielle  de  laire    est  dx  votg  II  (;i)  ce  qui 
donne,  étant  appliqué  au  cas  actuel 

lia  lang  « 

(Ir  i-oti;  //  ((/i  =  ^ni  A    . 

V»os'  A  —  siQ-  6> 


—  G50  — 


fl  (III  ]\itw-  concluons,  fii  intési'HUt  <l»'i)iiis  f.)  =  o,  ce  qui  dnic-iiond  a  ./■—o.  et 
l'ii  iTinaniinnit  (|iir  I  aire  expriniic  |)ar  I  intôfiialc  est  aussi  cxprinui'  par  [  — 
A  —  li,  qin- 

n         .         i>       ■      t   i'       lang  Or/fil 


n         .         1,  t   i'       lang  Or/fil 

—  A  —  i/  =  sin  A  \ 

•  J  f  fos*  A  —  sia'  M 


où  A  fst  lin  anirli-  constant  tamlis  que  /»  est  ilitti  iiiiiu  r  pai-  I  tquution 


COS/i: 


CVS  0> 


rr 


Si  6J—  ^  .    rii\  potlii'iiHM'  devient  paraUflf    an   coff   //   et   I'aii;,Hi-   />  sera    égal  à 
ztro.  On  a  ilonc  dans  (c  cas 


/f-sin  J  l 


-  .1 
tira  tang  '» 

l^cos'  .1  —  sin'  M 


On  peu!  (It'tiTiuinri-  Ii  \alciir  d  uiir  inli'nialc  plii^  ijct-néralc.  en  considérant 
l'aire  d  un  tiianule  rerfiliniic  quelconque,  dont  les  côtés  sont  a.ti,c  et  les  angles 
opposés  A.U.C  et  en  divisant  cette  aiic  en  éléments  par  des  droites  parallèles 
entre  elles.  Prenons  le  sommet  île  I  anu'le  C  pour  origine  des  coordonnées  et  le 
côté  (I   [loiir  a\e  des  ahscisses  a:    Soit  Ii='ll{ft\   oii  /?  est  une  ligne  positive  si 

jy  <      et  négative  si  iî>.,  .  Menons  pai- 1 Cxtiéniité  de  l'abscisse  .t  une  ilroite  w 

parallèle  au  coté  c  et  prolongeons  cette  parallèle  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  le  cAté  b. 
1,  angle  que  cette  parallèle  t'ait  a\ec  laliscisse  .r  sera  ll(fi  —  rt-i-rl  d'où  il  suit 
que  l'angle  que  cette  parallèle  tait  avei  le  pr(dongenienf  de  .r  sera  Ilyn—ft — x). 
Si  noii>  prenons  pour  eli-iiieiit  de  1  aire  du  triangle  la  partie  de  cette  aii'e 
qui  est  comprise  entre  deux  parallèles  /'  infiniment  voisines  imus  aurons,  d  après 
ce  (|ui   a   é'ti'  deiMi'iiti('   plii^  liant,   I  expression  suivante  jioiir  cet  élément 

iîegardons  y.  t  et  /'  cnuiiiie  \arialiles  et  a  et, 3  comme  constants.  Les  équa- 
tion- (i'.ti  appli(|uées  au  triangle  dont  les  côtés  sont  r.  ii  et  I  angle  entre  ces 
deux    côtés    //(/?-     rt  +  T)    dolllieiit 


cotu'Csiii  //(/.•■       ^/-(-.nsiii  // (n -r-cos //f/î  —  H-»-.ri  —  *^"*  „f 

cos  (7  (m 


f>»  /7(j-), 
8. S 


—  obO  — 

de  cette  l'qiiation  nous  tirons  ni  posant  pour  abivjrer  77(/?  —  a  +  ^)  =  cj 

COS  11  (l()=  ,   .  .      ,, 

COlg  f     SID  M  Sla    //   !.<,)  + COS  f.) 

puis 

coti;  C'siû  «sin  /i  (./"n-fos  u-+-cos  //  .<,) 
eotg  C  sin  «sin  /Z(x)  +  cos(a — eus  fl ix)  ' 

Mais 

sin  n  i8  —  rfl  sin  o) 


,  5 


/i 


de  la  même  manière  nous  trouvons 

„  COS  77  (/3  —  a)  —  COS  «a 

COS  11  {X)  =  ,  ,, . 

■^  1    —  COS  //  (('J  (()  COS  6) 

La  substitution  de  ces  >aleurs  de  amllix),    cos  7Z(a.-)   dans  l'expression  de 
e-"    donne 

,„       ctg  C  sin*  o  sin  77  (|3— «)+cos  a  1 1— cos  77  '/3— «)  -'.os  «|+cos  77  (/3— «)— cos  <a 
ctg  C  sin'  M  sin  7/  (  J— «)+cos  ra  1 1— cos  72  i/i— «i  cos  <»|— cos  7/  (jS— ^/i+cos  m 

ctg  r'sin*  fosin  77f/3  —  a)4-cos  II  (^  —  a)  sin*  ro 
~  ctg  C  sin'  M  sin  77  1/3  —  a)  +  2  cos  o  —  1 1  +  cos'  a\  cos  TTi^  —  a\ 

et  nous  ti'ouvons  ensuite 

d  n  {a  —  /3  —  x)-=  —  d  n  (/3  —  a  ■rx)  =  —d(J 

après    quoi    la  comparaison    des    deux    expressions    d(!  Taire    du  triangle    donne 
léquation 

x-a 

i  d(ù  "X  /•'"'S  ^''  ^'"  ^  î^^  —  "-'  ^'"^^  w-t-  2  ds  M  —  (  I  -h cos'  6))  cos  7/ ((3  —  «) 
j  r  cotg  C  sin // ((3  —  «i  sin' o-t-cos /7  (/ï  —  «)  sin*  m 

x-o 

Si  nous  posons  encore  II  {fi  —  (i)  =  ci,  cette  équation  ])rcndra  la  forme 
[.T  —  A  —  B  —  C\  [cotg  C  sin  a  +  cos  a]  = 

«=7Z(;3) 

i'  (la     , 

\  cin ,.  ^  cotff  C  sin  «  sin  '  fo  -t-  2  cos  cj  —  (  1  -i-  cos  cj)  cos  a 

I  sin  o>  ~  ^ 


—  eiii  — 

oii  les  aiifîlrs  A.   H  •  t   Ih  liiiin-  /?    doivent  être  calciilt'S  au   iiioyrii  des  érjuatioiis 

dolit  la  deiiiieii'  e>t  lu  deniieic  (l.>  équations  (l!li,  applirim-e  au  triauirle  (]Ue 
nous  avons  coMsidéié. 

(lu  peut  eiujiloyer  dans  la  l'angéonu'trie  |toui-  fixer  la  punition  d  uu  point, 
hormis  les  eooidonnées  lectilignes  et  jiolaire^.  des  arcs  du  cercle  limite  et  ce 
dernier  système  ottVe  même  Iieauc(iu[»  d  avantage  s(mis  le  rajtitort  de  la  simplicité 
des  formules. 

DéteiniiiioiiN  la  position  i\'n\\  imint  ilau'-  un  plan  pai-  des  coordonnées  rec- 
tangidaiiTS  x.  »/  de  manièn-  que  y  soit  la  lonjcueur  de  la  jterpendiculaire  abaissée 
du  point,  dont  on  veut  dt'-terminer  la  position,  sur  l'a.xe  des  x  et  x  la  distance 
du  pied  de  la  perpendiculaire  y  de  l'oripinc!  des  coordonnées.  Soit  r  la  longueur 
de  I  arc  de  cercle  limite  compris  entre  le  sommet  de  la  perpendiculaire  ;/  et  Ta- 
xe des  .T.  qui  est  en  mènu'  temps  l'axe  du  cercle  limite  et  nommons  ,  la  distan- 
ce dusonnnet  du  cercle  limite,  (pii  est  situé  sui  l'axe  des  .r.  ii  lOritrine  des  coordon- 
nées. Nous  avons  \u  que  dans  ce  cas 

r  =  cotv'  H  [y] 
ensuite  l'équation   du   cercle  limite  donne 

i'~  *  ~c)  — sin  //  ((/) 

ji  laide  de  ces  deux  équations  on  peut  e.xjirimer  .  .  r  en  fonction  de  r.  y  ou 
inversement  x.  y  en  fonction  de^.  r.  ce  qui  permet  dépasser  de  l'équation  du- 
ne liuMie  exjirimée  en  .t.  //  ii  l'équation  de  cette  même  liçrne  exprimée  en  i.  r 
ou  inversement. 

I.a  diftérentielle  des  aires  planes  s'exprime  en  .;.  r  par  l'équation 

où  iV  est  I  aire. 

Si  nous  rejîarduns  .*>  ((mime  fonction  de  x.  y  nous  uvoils 

m/S     ^,/S 
V.r'        lil 

puis  en  difleniitiant  par  rapport  ;i  y 

tPS    __        1  <I'S    ^        1 

ilifhi        sin //(»/)  (/t  (/»;        sin // (w) 

83* 
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ce  qui  s'accorde  avec  «e  que  nous  avons  trouvé  plus  liaut. 

Abaissons  d'un  point  dans  l'espace  une  perjieiulirulaire  z  sur  le  plan  des 
coordonnées  x,  y  et  menons  par  cette  perpendiculaiie  un  plan  (pii  coupe  le  plan 
ce,  y  en  une  di-oite  j)arallèle  à  l'axe  desa;.  Trenons  cette  intersection,  dirigée  du 
côté  du  parallélisme  poui-  axe  d'un  ceix-Ie  limite  qui  passe  i)ar  le  sommet  de  la 
perpendiculaire  s  et  soit  h  la  longueur  de  lare  de  ce  cercle  liun'te  compris  entre 
le  sommet  «le  z  et  cet  axe.  On  a 

H  =  cotg  n  (z)\ 

la  partie  q  de  la  parallèle  à  l'axe  des  .?;  menée  pai'  le  i)ied  de  la  perpendiculaire 
z  et  comprise  entre  le  sommet  de  h  et  le  pied  de  cette  perpendiculaire,  sera 
donnée  par  l'équation 

t-'/  =  Sin  JI  (Z). 

L'arc  de  cercle  limite  mené  par  le  pied  de  ~"  de  manière  à  avoir  l'axe  des  x 
dirigé  du  côté  des  x  positifs  pour  axe  et  com])ris  entre  ce  point  et  cet  axe  aura 
pour  longueur  cotg //()/)  et  l'arc  r  de  cercle  limite,  mené  par  le  point  d'inter- 
section de  ^  avec  le  plan  des  x.  y  ayant  l'axe  des  x  dirigé  du  côté  des  x  po- 
sitifs pour  axe  et  compris  entre  ce  point  et  cet  axe  sera,  en  vertu  de  ce  qui  a 
été  démontré,  donné  pai-  l'équation 

cotg  77  («^ 

sic  /7  \:. 

Si  nous  appelons  encoi-e  i'  la  partie  de  l'axe  des  x  comprise  entre  l'origine 
des  coordonnées  et  l'arc  r,  l'équation  du  cercle  limite  donne 

t-'  *  ^t*'/  =  sin  Ihy). 

De  ces  équations    nous  tirons  en  ne  faisant    varier    d  abor<I   que  z  et  Z  qui 

en  dépend 

jv  _      (h 
^'^  -  sia'fTG)  ■ 

Eu  ne  faisant  varier  que  y  et  r,  il  vient 

,    ^  '('/ 

■        sia  77((y)  sin /7  U)  ■ 

Enfin  en  ne  faisant  varier  que  c  et  x,  il  Ai<iit 

cU  =  dx. 


—  G6H   — 

Il  ne  reste,  pour  compléter  la  nouvelle  tlu'orie  géoniéfriiiuc  désignée  rangéo- 
métrie.  et  qui  est  basée  sur  «les  intuveaiix  principes  |>liis  ;,'énér;inx  que  ceux  «le 
la  géométrie  ordinaire.  (|u"ii  donner  les  valeurs  des  diH'éientiflles  de  l'aire  d  un-' 
suiiace  courbe  et  du  volume  d  un  corps  (juelcouqne  expiinn  «-^  :i  i  aide  de  coiudon- 
nées  qui  (b'terniinent  la  position  d  nu  point  dan'^  lespace. 

Considérons  dans  ce  loit  de  nouvciiii  Ir  (|Madrilafère  dont  deux  cotés  n,  ij 
sont  perpen<liculaires  au  tr«»isième  x  et  dont  li'  (piatrieme  côté  c  est  perpendicu- 
laire à  //  et  fait  avec  a  l'aufrle  y. 

Non»;  avons  trouvi-  |t'(|uation  Jô) 

COS  JI  [If)  =  COS  //  {)()  siu   //  I7-). 

Puis  n()us  trouvons  à  laide  des  équations  (10).  (11)  cm  iininuiaut  r  la  di.i- 
gonale  luenee  du  sommet  de  l'angle  rp  au  sommet  de  l'auirle  tjiuit  oppose  et  A 
l'angle  entre  x  et   r 

COS  Ji  (  r)  COS  A  —  COS  11  (./•) 

COS  A  tang  II  (c)  =  tang  II  ir). 

I 

De  ces  deux  équations  nous  tirons 

COS  II  (3!)  tan;,'  //  (c)  =  sin  II  ir). 
Mais 

sin  //(/•)  =  sin  11  {n)  s\n  11  (x) 
et  par  conséquence 

tang  //  (c)  =  sin  II  {n)  tang  II  [x). 

Si  c  et  X  sont  si  petits  qu Un  puisse  négliger  les  puissances  su])erieures  de- 
vant les  intérieures  et  prendre  pour  valeurs  approcliées  de  tang  II  (r).  tang // (.r) 
les  suivantes 

tang  //  [C)  -,'.  ;  t^mg  II  (.r)  -^ 
on   trouve 

5in  //  (a) 

La  droite  r.  qui  joint  les  sommets  de  n  et  de  //  ne  sera  pas  perpen<licidaire 
à  ij  si  «  =  (/  dans  le  quadrilatère.  Dans  ce  cas  la  droite  p  qui  jniut  le  luilieu 
(le  c  au  milieu  de  x  sera  perpendiculaire  à  c  et  à  x.  Nous  jiouvons  donc  rem- 
placer ilans  l'équation  (27)  r  par  ■  c  et  x  par  ;  x  ce  qui  ne  rbange  jias  la  l'or- 
me de  cette  équation.  Klle  est  ainsi  démontrée  même  pour  le  cas  rj  =  7.  cas  au- 
quel la  démonstration  donnée  i»lus  haut  n fst  pas  immédiatement  applicable. 


—  664  — 

Lus  aires  des  .siirt'aces  cimrljfs  ont  [unw  iia-siiri'  la  sinuiiu'  (ics  aires  des 
"triangles.  (|ui  foruient  un  réseau  eoiitinii  duiit  tmis  les  sommets  sont  situés  sur 
la  surface.  Cettf  mesure  sera  d  autant  plus  exacte  que  les  dimensions  des  triang- 
les seront  plus  jietites. 

LiU  limita-  de  laquelle  cette  somme  sapproclie  indéfiniment  si  les  dimensions 
des  tiian.dcs  diminuent  indéfiniment  et  de  laquelle  elle  peut  dittérer  d'une  gran- 
deur moindre  que  toute  grandrur  donnée  est  dite  la  valeur  mathématique  de 
l'aire  de  la  Muface.  Déterminons  d  alidid  l'aire  d'un  triangle  rectiligne  rectangle 
en  fonction    îles  côtés,    que    nous  désignerons    par  a.  h,  c.    nommons    les  angles 

opposés  à  ces  côtes  respectiveiiRiit  11  [a],  IK/S).  .^  . 

Nous  avons  vu  qii  on  peut,   dan^  un  tel  triangle,  substituer  à 

a,  b.  c,  a,  fi 
les  lignes 

(t.  a'.  /?,  V.  c 
respectivement. 

Outre  cela  nous  avons  trouvé  qw 

2  // (h)  =  II (c  +  ./î) ■*- // (c  —fi): 

substituons  dans  cette  équation  a'  h  h.  fi  k  c  it  c  à  /3.  il  viendra 

TT  —  2IUa)=II  (fi  +  c)  +  U(fi  —  C) 
ou  2II{a)=^II{c—i3) —II{c+fi]. 

I)e  la  même  manière  nous  trouvons 

III  (fi)  =11  (c  —  a)  —TI(c  +  a). 

En  échangeant    dans  cette  dernière  équation  les  lettres  comme    il  a  été  dit  plus 
haut  on  aura 

2  //  (c)  =  //  (fi  -  fc' )  —  //(/? -4-  h') 

De  la  même  manière  on  a 

1II[c)  =  II[a~a')  —  II{a  +  a') 

d'où  nous  déduisons  ]iar  rechange  de  lettres  indiqué  jjIus  haut 

2  IIifi)^II(h'  ~a'\  —  n{J>'  +  a') 

De  la  même  manière  on  a 

2  II  (a)  =-11  (a'  -  h')  —  ri(a'-i-b'K 


_  ♦;6.')  — 

lii  ajoiitaiif  1rs  ilciix  (ItTiiières  t-quatioiis  nous  tr<iiivi)iis 

2  II{a)  +  -2  11  (/?)  =  rT  —  2  II  {a  +  U), 
api'ès  fjiiiti  l'airi'  du  triangle  ^  est  donnée  j)ar  l'expression  suivante: 

^=  'J  -  U(a)  —  ll[fi)'=II{n'-rh') 
et  en  suite 

tanfî:A-t-"'e-'''- 

=  tans  \^^rT-\  H  (n)]  tang  [;  rr  -  :  II [h)] 
d'où  nous  tirons  enfin 

tang.A-,,,^,.  ,^:^,. 

Si  'f  l'f  /;  sont  très  petits,  de  sorte  qu'on  puisse  négliger  les  puissances  su- 
périeures de  n,  h  et  A  cette  formule  donne 

comme  dans  la  grométrie  ordinaiie.  On  sait  ipi  un  peut  toujours  clioisir  dans  un 
triangle  rectiligne  quelconque  le  côté  c  de  manière,  que  la  perpendiculaire  abaissée 
du  siiiiinict  di-  l'angle  opposé  C  sur  la  direction  de  ce  côté,  tombe  sur  le  côté  c 
lui  même  et  nr)n  pas  sur  son  prolongement:  cette  perpendicidaire  divise  le  côté  c 
en  deux  parties,  l'une  .r  adjacente  à  l'angle  A,  l'autie  c  —  .r  adjacente  à  l'angle 
B.  L  aire  S  de  ce  triangle  sera  égale  îi  la  somme  des  aires  des  deux  triangles 
rectangles  formés  par  cette  jierpendiculaireh  et  sera  donnée  par  l'équation 

C*  +  1  *  e*  •+•  1     c*^'  -»-  1  ■  c*  4-  1 

tang:S-.--^,,_,     ,._,_,       ,*_,--. 

équation  à  laquelle  on  peut  donner  la  forme 

tang:S=  ,^^f,(,,A+ j)»  .+.•>,  Af,-»— i)(r*-' —  i," 

cette  formule  donne,  si  l'on  néglige  les  puissances  supérieures  de  s.  //.  <•  vis  à  vis 
di-s  inférieures 

3-=   ch 
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coniiiif  (liiiis  l.i  gi'diut'trie  onliniiiic. 

Nous  avons  vu  que  rexpri'ssiuii  «le  l'iiirc  d'iiii  triangle  on  fonction  des  trois 
angles  A.  B.  C  du  tiianglo  était 

S  =  rr  —  A  —  B~C. 

Tirons  la  valt-iir  de  A  en  fonction  dea.h.c  delà  seconde  des  équations  (19). 

Cela  (lunne  l'équation 

sio  //  (/>i  sia  If  (c) 

.  sio  n  (a) 

cosyl=-  ,,-.,  .,-, 

COS  //  (/;)  nos  11  (<•) 

de  laquelle  il  Miit 

1              Ti  ,1  .          Il  ,    .        sia  n  (/;)  sin  II  (c) 
1  +  COS  II  (b)  COS  11  (c)  —  .  -~ 

_  COS    ,  ^  -  ^pj  jj  ^1^^  ^^^  Il  (^.^ 

Si  nous  sulistitiiiiiis  dans  cette  formule  à  la  place  de 

l  +  cos/Z(fc)  cosll  {(■> 
sa  valeur 

sin  II  {h)  sia  II  u) 
sin  //  (//  +  r) 
elle  2nend  la  forme 

2  es'  l  .4  =  tang  //  (h)  Un^  Il  (r)  j  ^,,  //,,^^.^  -  ^^^  '^  ^,-  j  ; 

de  la  même  manière  un  trouve 

-  2  sin^  -  A  =  tang  II  il)  tanj^  II  (<■)  [  ^^^  „  ^J  _  ^^^  -  ^^^  '^  ^^,^  j  ; 
de  ces  deux  formules  nous  déduisons 

s,n   ^  =  tan,   /Z  ,/„  t.n,- 7/ (r,  ] --      ,„.,,,;,,.,,(„) 

•^  ^        1 

siii  //  {ii\  sin  //  (//isin  ff  le)        sin'  //  ((m  ) 


OU 


sin -.4  =  —  Umii'  Uib)  tang'//(c)      .  /,,      +  .  ,  l.„  +  .  ,  „ 


sin  //  {11}  sin  7/  i/>j  sin  77  (rj  | 


En  [)osant  pour  abréger 


.*   —    1/  — 4-  |_  J_ 

V    sin*  //  i«)        sin'  II  (h)        sin»  /7  Ir)      sin  II  uij  sin  //  |/>;  sin  77 (c) 
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on  a  sin  ^  -  tan},'  //  (b)  tang  //  (c)  P.  (28) 

On  peut  aussi  donner  à  P  la  forme  suivante: 

I  5111  //  lu}  j     I  sm  //  [In  J      l  sio  //  (<| 

—  '  1     *   +  *   4-  '  r 

\  sln  //  (rt)       sic  //  (ij)       sin  //  c)  j 

syinétiique  i)ar  rappoit  à  n,  h.  c. 

En  partant  de  l'équation  (28)  et  en  y  regardant  P  ((luniK'  une  quantité 
indéteiininée  on  ])eut  prouver  de  la  manière  suivante  que  P  doit  être  une  fonc- 
tion symétrique  par  rapjiort  ii  a.  h.  c. 

Multiplions  l'équation  (28)  par  tang //(a),  substituons  y  à  sin  ^  tang  77  (a) 
sa  valeur  sin  B  tang  7/(6)  tirée  de  l'équation  (13)  et  divisons  après  par  tang /7  (b), 
il  viendra 

sin  B  =  tang  II  (a)  tang  77  (c)  P. 

Multiplions  cette  dernière  équation  i)iir  tang  77  (/^),  substituons  y  à  sin  B 
tang//|/()  sa  valeur  sin  C  tang  77  (c)  tirée  de  l'équation  (13)  et  divisons  après 
par  tang  77  (c),  nous  aurons 

sin  C=  tang  77  (a)  tang  77  (b)  P, 

cela  démontre  que  P  est  une  fonction  symétrique  des  côtés  a,  h.  c. 

Nous  avons  déjà  trouvé 

-  sio  77  ib)  sin  //  le) 

cos  A  ■■ sin  il  [a)    _ 

c05//'(6)cos//(r) 

OU  ce  qui  est  la  même  chose 

cos  .-1  -tang  77  {b)  faiig  II  (c)\  .-  „  ,,.   .  -„-  ,  —  .    „  ,  ,  1  ; 

I  siD  //  {b)  SIO  //  (r)       510  //  (ff)  j 

(II'  la  mémo  manière  on  trouve 

cos /^  =  tang  77(()  tang  77(«)     .    m.     'ii Fr,i  I 

'       ^  \sia  [7{c)  SIO  //  (rt)        SIO  //  [b)  ) 

cos  C—  tang  77  («)  tang  77  (1))  \  -  „•■  ,  .  yi.~v-> • — nr^  !  • 

°       ^  ^        o       V     \s\a  II  [a]  siallih)       sm  A/ (c)  J 

84 
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De  ces  valeurs  de  sin  A.  cos  A.  sin  B,  cos  B  nous  déduisons 
s^iii  (,(4-J?)  =  ï-in  A  vo^B  +  cosA  sin  B 

=  ta.n-  ll(h)  tang'U(c)  tang iZ (a) p{-.-—-Î-t-=--^,  -  -t-^t,»! 
+  tang=77(c)tang  7Z(a)tang  U{b)p\  .  .,„!-^,  —  --wr  l 
=  tang  77(rt)  tang  11(1))  tang  '  7/  (  c  )  P  j  .    '  ,>+•„,,>!    i  •    „ ,    —  1  \ 

'^       ^  °      ^  I  sin  //  ((()      sio  n  (/;)  j     l  SID  77  (c)  J 

et  enfin 

I i         _^  J  \         [  Sin  n  (tf  )     sm  n  [h]  J 

\sin/2(rj  j 

La  troisième  des  équation  (19)  donne 

cos^  +  cns(5  +  C)  =  sini;  sinC'|^*      >—  l! 

|sin77((/)  j 

Substituons    dans  cette   équation  à  la  place  de  sin  B,  sin  C  leurs  valeurs  tirées 
de  l'équation  (28),  elle  donnera 

cos  {B+C)  =  -  cos  A-t  tang  77  (c)  tang-'  77 (a)  tang  77 [h)  P" |  ^^jjj^'.  ~  1 1 

ou  ce  qui  est  la  nièiue  chose 

tang  77  (?y)  tang  ff(c)P' 


cos  (B  +  C)  =  -■  cos  -4+ 


1  , 

-■—,-rT\  •+•   1 
sin  Zi  («) 


A  l'aide  des  formules  précédentes  nous  trouvons 

cos(^+5  +  C)  =  cos^cos  (B  +  C)  —  sin  ^  sin  (B  +  C) 

=  _.-><     tang' 77  (?,)  tang'  77 (c)  7"   f      i i        ] 

^"^  ±  r  |sinn{«<)  sin /7(c)        sin/7(a)f 

sin  77  (a) 


inug' //(/.)  tang' 77  (c)P'  f_J___,  _*_   l 

1  Îsin77(^)     sin  77  ((^1  ' 

sin  II  {(i) 

2cos-l(.4-^7?-KC)  =  sin-^-H'-;g:-^t''"^'^^i::j-.-^'-.^^^,-  .  '      J 
^^  -^  1  ,  \siii  77  (J»)sm  77(c)       siu/7(«)j 


sin  llia) 

laug'  77 (6)  tang'  77fc)7"'  [■     !■  -■)-::  ,•-  i\      \ 
J  \  sin  77  (&)     sin  77  (c)  j 


1 

sin  77  (a) 
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2oos*-;  (/l  +  B+0  =  tanc:';/(l»)tanp:'/7(V-)P' 

**"  1  '  I  sio /7  (/<)  sin // (r)        sin  AA(«)        sio // (/,)        %m  If  (r)] 

sio  /'/  (il) 

lang-  /y  (/.)  lapg' 77  (<  i  i"  )  1  _  _     _  j L       +ii 

"*  4  "         "    "         l  sia  77  (/<J  sio  77  (r)       sio  II  (h)       sio  //'(r)  j 

sio  // (") 

=  tg'  //(«)  tg'  IKb)  tg'  7/(r)  P'{^^__  ;^  ^^-^  -  1  )  (^.,  V^^^^  -  1)  (^-j-l --^  -  1) 

Muis  il  il  cté  (ItMiiontn-    ([ue  laiic    ihi  fiiaiigli-   ù.^rT  —  A— B—  C.    par  con- 
si-quciico 

siii    -  =  ■  -  taiig  77  (rt)  taiig  /7(/>)  taiig  77  (c)  Px 

l/(  ,..*_ i'  '■     J l)f— -^ l) 

V    ^in/7(«)  '''s\an(l>)        ^^sin77(r)        ^* 

Si  ((,//,  r  sont  tri^'S  petits  de  uianii'ro  (pi'oii  pui'^sc  pnsor  avcr  inic  apix'oxijuatioii 
sufllsaiito 


il  vindra 


sio  77  i«t)  -  ^  ■*■  -■  "  '■'  sio  77  (/-)  "  ^  "^  ^  ^'  ' 

sio  //  (r)  =  ^  -^  »  '■'■•  t'i''^'  ^(«)  =^  (1  -  :  «') 
tai.g  77  (l)  =  i  (1  -  „-  f);  tang  77  (c)  =  ■  (!->') 


/«'  +  6*  +  /;• 
sin 


.A=.y — 2- 

ou  on  rejetant  les  i)iiissanees  de  A  siipr-rieiires  à  la  ])reinii"'ro 

Déterminons  la  position  d'un  point  dans  l'espace  par  trois  conrdonni^cs  rec- 
tangulaires: 2  per|)endi(ulaire  au  plan  de  a;»/,  y  perpendiculaire  ahaisséc  du  pied 
de  '  sur  Taxe  des  x  et  x  partie  de  l'axe  des  x  comprise  entre  l'orii^ine  des  co- 
ordonnées et  le  pieil  de  »/•    l'reiions  sur  la  surface  courbe,    dont  il  s  ;igit  de  dé- 


—  670  — 

terminer    rélément  de  l'aire,    trois    points  et  soient    les  coordonnées  du  premier 
point  X,  y,  z,  les  coordonnées  du  second  point 

x  +  dx,  y,  z+  ('-'  dx 


et  les  coordonnées  du  troisième  point 


idz\ 


X,  y+dy,  z+  ['^^dy. 

Nommons  t  la  distance  entre  les  sommets  de  deux  perpendiculaires  à  l'axe 
des  X  égales  à  y.  qui  inteiceptent  entre  elles  une  partie  dx  de  cet  axe.  En 
supposant  dx.  dy  intiniment  petits  nous  aurons  en  vertu  de  l'équation  (27) 

sia  n  {ij)  ' 

La  distance  des  deux  premiers  points  pris  sur  la  surface  courbe  forme  un 
triangle  avec  les  droites  dont  les  longueurs  sont: 


(y) 

Nous  pouvons  considérer  ce  triangle  à  cause  de  la  petitesse  de  ses  côtés  comme 
un  triangle  dont  l'hypoténuse  est  la  distance  entre  les  premiers  deux  points  pris 
sur  la  surface.  Nous  aurons  donc  pour  le  carré  de  cette  distance 


De  la  même    manière    nous  trouvons    pour  le  carré    de  la    distance    du  premier 
point  au  troisième 

et  pour  la  distance  du  second  point  au  troisième 

sin^  77  (;/)  sin'  77  (r) "*"  sin" '77  ( •  )  "^  l    d,, > ^^        ^ d.r '^^\  ' 

L'aire  du  triangle,  dont  les  côtés  sont  les  distances  du  premier  point  pris 
sur  la  suiface  courbe  au  second,  du  second  au  troisième  et  du  ti'f)isièmo  au  jire- 
mier  et  la  somme  des  trois  angles  duquel  sera  sensiblement  égale  à  rr,  à  raison 


07 1   — 


(le  lii  petitesse  des  côtés,  sera  en  vertu  do  la  fonmile  démontrée  plus  haut  et  des 
valeurs  que  nous  avons  tiouvéc  pour  les  carrés  de  ses  côtés 


,}x  ,hj      'l  sin  //i-)  y   ^ilr'       8ia'  77  {y)  W///'       sin*  //(,/)  sin*  //  (,t) 

ce  qui  est  réléniciit  de  l'uiit'  <!••  la  surface  courbe  ddiit  I  équation  est 

a  =  f  ix,  y). 

Appliquons  cette  expression  à  une  sphère  de  rayon  r.  Si  l'origine  des  coor- 
données est  au  centre  ik'  la  sphère,  l'équation  di-  la  sphère  donnera: 

liU\         _cos77U) 

\lx^°     ~C05  II  (z) 

/ih\       r.os JI  (ji) 

Kly'  °"  ~  cos  77  (z) 
et  ensuite 

cos  77  (,)  sin  77  (//)  sin'  77 (./)  </',b' 

sId'  77  [;]  ■    •sin-  //  (^.,  sin"  77  (y,  —  sin'  II  (r)  " ''  ^  (•<•)  ''  ^^  '.'/) 

Midtijjlions  par  d  77  (y)  et  intégrons  depuis  sin  77  (y)  =  '.  -^^— y  jusqu'à  77  (?/)  =  ' rr, 

il   viiiidra: 

dS  „       •     TT/  X  COS  77  (r) 

(l  IHx)  sin'  77  (r) 

Multipliftns  encore  par  ilJI{x)  et  intégrons  depuis  II[x)-^[n  nous  aurons: 

„       In  cos  77  (r)  cos  77  (x) 
sin*  //(ri 

ce  qui  est  l'aire  de  la  surface  du  segment  de  sphère  compris  entre  deux  plans 
perpendiculaires  ii  un  même  rayon,  dont  l'un  passe  par  le  rentre  de  la  sphère 
et  l'autre  à  une  distance  x  du  centre.  Pour  avoir  l'aire  delà  surface  delà  sphère 
entière  il  faut  mettre  dans  cette  formule  a:=>r  et  douMer  le  résultait.  De  cette 
manière  on  a  pour  l'aire  de  la  surface  de  la  sphère  entière  l'expression 

47rcotg'77(r) 
00  rr  {e''  —  rr'')  '•, 

si  r  est  si  petit  qu'on  puisse  rejeter  les  pui.ssances  supérieures  île  r.  refto  expes- 

sion  se  réduit  à 

4:rrr' 

Comme  dans  la  géométrie  ordinaire. 
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Posons 

cos  ip  =  tang  n  (r)  cotg  II  (y) 

cos  n  (x)  =  cos  n  (r)  shi  yj  sin  çd 

et  introduisons  les  nouvelles  variables  y\  çd  au  lieu  x,  y  dans  lexpression  de  l't^é- 
luent  de  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  r  que  nous  avon^  en  vue. 
Nous  trouvons 


d*S        f  os  n  (»•)  sin  ^  Vi  —  cos'  77"  (r)  sin'  ^  sio'  9 

d(p  il\})  sinllif)  i  — cos"  77  (/•]  sin"  (^ 

Multiplions  cette  équation   par  8dyjd(p    et  intégrons   depuis  V'  =  o  jusqu'à 

V^  =  -  ,  depuis  90  =  0,  jusqu'à  9;=  -  ,    ce    qui    nous    donnera    la  surface    de  la 

sphère  entière.  En  égalant  cette  expression  de  la  surface  de  la  splière  entière  à 
l'expression  de  la  même  surface  que  nous  avons  trouvé  plus  haut,  n(Uis  concluons 
que 

n  Cr  j     Cr  j     ^io  d  Vl  —  ces*  J7  (»•)  sin'tZ  sln^'œ  ,„ . . 

sin^-iTj  =J  ;   ^ V'J  ;   dy^  -^    1-eos'/7(;ysia^— ^  '  ^^O) 

Si  nous  désignons  par  E  (a)  l'intégrale  elliptique 

J-7T 
'  dgiVl  —  a'sin> 

où  a  est  la  constante  qui  se  ti'onve  sous  le  signe  intégral  nous  avons 


Tta 
sin 


7ra_  ^  Ça         dv  E  {x) 


En  posant  dans  l'intégrale  (SO)  Irr  —  R  à  la  place  de  II  (r)  il  vient 

dfp  tl(p  sin  ^  sin  R 


^''^~j;j:vi-sin^f 


(^  sin*  93  sin'  li 
Effectuant  l'intégration  par  lapport  à  xp  dans  les  limites  indiquées  nous  trouvons 

^  r>      I'-  (^f  1      ^l+sinipsin  7j'\ 
J    sin  y  I— sin  cp  sin  R' 

ce  qui.  en  mettant  II  (x)  à  la  place  de  95.  prend  la  forme 


-,  T>      ('  j    )      l'''*  +  i+2^'  sin  7?) 
?r  iî=  I  dx  log  {  — — , — ^  ,  .    „ } , 
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L  infcgration  par  parties  réduit  cette  équation  à 

•  ^  sio  Jl  ~  J /^**+2c'»  cos  2  li-i- 1  •  ^'    ' 


Pour  Ii=  [    cette  équation  donne 


oc 

X  dx 

1 


11  est  facile  de  démontrer  que  l'équation  (31)    reste  vraie  quand    uiéiue  on 
met  à  la  place  de  eus  B,  \\n  nombre  plus  grand  que  l'unité. 


l'!n  etl'et  ou  a 

n 


J, 


di/'logcotg  1  v^— 0 

d'où  il  suit  que  pour  tout  nombre  a 

n 
dip  log  (e"  cotg  î  1/^)  -rt  ;t. 


J, 


Transformons  cette  intégrale  on  posant  t*  cotg-)i/'  =  e'',  il  viendra 

+  30 


;!•  dx  1 

-OO 


J. 


On  peut  donner  facilement  à  cette  équation  la  forme  suivante 


j 


00 

J<;'  -  >■-')  X  dx 


d  on  Idn  revient  à  l'équation  (31)  en  remplaçant  a  par  a  V  —  1. 

Si  nous  i)renons  pour  coordonnées  des  arcs  de  cercle  limite.  l'un  sf  situé 
dans  un  plan  passant  ])ar  une  perpendiculaire  «ibaissée  du  ])oint  donnée  sur  le 
plan  xy  et  par  une  jiarallèle  k  l'axe  des  x  menée  par  le  pied  de  cette  jierpendi- 
culaire  et  ayant  cette  iiarallèic  pour  axe.  l'autre  r^  situé  dans  le  plan  aij  ayant 
l'axe  des  x  pour  axe  et  passant  par  le  pied  de  Z  et  si  nous  prenons  pour  tr(»i- 
sième  coordonnée  la  partie  ^  de  l'axe  dos  x  comprise  entre  l'origine  di*»  coordon- 
nées et  le  sommet  du  second  arc.  l'élément  du  volume  P  doit  être  d^dr^dX. 

On  a  donc 

d'P^dkdrdZ. 
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Posons  encore  ^  =  cotg7Z(^)   où  z  est  la   perpendiculaire  abaissée   du  point 
donné  sur  le  plan  x\j.  nous  aurons 

dldndz       sic  77  (i:)*' 
De  l'équation  du  cercle  limite  nous  tirons 

e-P  =  f:\\\  Il  {z) 

où  f  désigne  la  distance  du  ])oi)it  d'intersection  de  l'arc  s  avec  le  plan  .ny  au 
pied  df  la  j)i'rpendiculaire  z.  En  i-eniarquant  que,  en  conséquence  de  l'équation 
du  cercle  limite  et  de  la  valeur  de  l'arc  de  cercle  limite  en  fonction  de  l'ordon- 
née, on  a 

cotg  11  (y)  -=  r  e-P 

e^~''  =  sin  77  (z)  sin  77  (y) 


on  trouve 


d'où   il  suit  que 


,ly       siD77(//)sinZ7u)  '  ""^     "^' 
d' F  1 


dx  dy  dz       sin  [I  ly)  sin'  Il  {z)  ' 

En  multipliant  cette  expression    par  dx  et  en  intégrant   par  rapport   à  x  depuis 
x  =  o,  nous  trouvons 

d*  P  ^  X 

dydz  ~  sin  77  (»/)  sin'  77  U)  ' 

en  multipliant  la  même  expression    par  dy  et  en  intégrant    par  rapport  à  i/  de 
puis  ?/-=o 

d'P  ^  cotg  77  (v) 
dx  dz  "  sin'  /7  (r) 

et  enfin  en  multipliant  par  dz  et  en  intégrant  par  rapport  à  z  depuis  2  =  0 

dx  dy       8  sJQ  77  (y)  "-  ^ 

8i  l'on    multiplie    l'avant    dernière    de  ces   expressions    par  dxdz   que  l'on 
intègre  d'abord  par  rapport  à  c  depuis  z==o  jusqu'à  la  valeur  de  z  tirée  de  l'équation 

sin  77  (r)  =  sin  77  (x)  sin  11  (z) 
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vt  pui^  par  rapport  à  r  dt'piiis  x  =  o  jiisqu  ii  y^r  et  <|ii('  1  un   niiiltiplic  le  icsiil- 
tat  par  !S  pour  avoir  le  vnliiine    de  la  splitMo  cnfiiTL'.    on  fi(iii\na  le  voliiiiic  «le 

la  .spliiTi'  riitiiT('  =  :  rr  [e"'  —  «•""■  —  4r|   et-  (|iii  iloiim-    pour  r   tics  jtetit  -rrr'. 
roiiiiiu-  dans  la  u'i-oini-tiif  ordinaire. 

Soif  pniii'  t-xpriniiT  I  rirniciit  de  voliinir  m  t  (mikIi.ihucs  pojairis.  /  la  dis- 
tance de  Idrifîine  des  coordonnées  ii  un  puint  de  I  esj)ace.  dont  les  coordonnées 
rectaiiLTidaires  simt  r.  »/.  •?•  Xounuoiis  q  la  droite  menée  dans  le  |)lan  xi/  de  l'ori- 
{îine  des  coordonnées  au  pied  de  z.  t  I  aiii^de  entre  /  et  7.  o)  lan^de  de  q  et  de 
I  axe  des  r  positifs.  l'osons  eii(<pie  //(./)  =»  X.  //|//i  =-  )'.  //o  -=  Z.  Il  in  7?. 
ll{q)-^Q.  Menons  un  plan  |»erpeniliculaire  ii  I  axe  des  z  et  qui  pas.se  par  le 
|)oint  donné.  .Soit  ;'  la  droite  nieiu'e  d.ins  ce  plan  du  point  donné  ii  Taxe  des  z 
et  jiosons  encore  Il[/)-^R.  Construisons  enfin  une  spiière  de  rayon  r  dont  le 
centre  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  Le  plan  xii  coupera  cette  splièn* 
dans  un  ijrand  ccicir  liont  la  (inonf'érence  sera  étrale.  daprès  ce  qui  a  été  dé- 
luontié  plus  liant,  ii 

2.T  cottr  R 

la  partie  de  cette  circontV-reiice  inteireptée    par  deux  pI.tii->  i\n\  passent  tous  les 
do«.\  pai'  I  axe  des  z  et   inclines  l'un  sui'  lautre  sous  I  an,i,de  Oi  dnit  être 

CJ  cotji  R. 

\,:\.  circonréreiice  di'  cercle,  produite  par  l'intersection  de  l;i  niéiiu'  sphère 
par  le  plan  qui  passe  par  le  point  dnrmi''  et  (|iii  (■■>!  perpendiculaiie  a  lave  des  î 
seia  éirale  ii 

Irr  v»VA  li 

et  la  partie    de  <ctte  circonférence,    interceptée    i)ar  les  deux    plans  (pii  passent 
pur  l'axe  des  z  et  sont  inclinés  l'un  sur  l'autre  sous  l'anude  lo  floit  être 

Ci  rots  A". 

Ti'acroisseineiit  de  le  dernier  arc.  produit  pail  accroissement  do)  de  I  anjile 
CJ  doit  être 

âa  coti;  R  ■ 

Le  triani,'le.    dont   !  liypoténuse  est   r.    I  un  des  cotés    de  1  an.i,de  droit  ;'   et 

dont  I  iin,i;le  opposé  ;i  r'  est       — f.  duime  (<raprès  léquatioii   13) 

taji;;  R'  cos^  =  tan,i:  R 
d'oii  il  suit  que 

ihô  cofi:  R'  ■-  tÛJ  cos  H  coti;  R. 

8.) 
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La  circoiiférenco  du  corcle  qui  l'st  liiitersoction  de  la  nu-nie  splière  par  un 
plan  mené  par  l'axe  des  z  est  égale  à 

'2.-T  cote:  R 

et  lare  de  ce  cercle  qui  correspond  ù  lani;'!.'  P  an  centre  doit  être 

e  cotg  R 

(ïtni  il  suit  que  l'accroissement  de  cet  ai'c  qui  correspond  à  un  accroissement  d^* 
de  l'anfile  f*  doit  être 

rJP  cots  R. 

Si  tous  les  acroissenients  sont  infiniment  petits  l'élément  du  volume  sera, 
comme  dans  la  séoméfrie  ordinaire,  exprimé  par  le  produit  des  trois  lignes  per- 
pendiculaires enti-e  elles 

di\  d(o  cos  ^  cotg  R,  rff*  cotg  R 

par-ce  qn  il    peut  êti'e    considéré  comme    un  prisme;    on  aura    donc  l'expression 
suivante  de  l'élément  de  v((lume  en  coordonnées  polaires 

drdcô(ieco^ei-oX<^'R^d'P 

ou  en  substituant  pour  cotg'iî  sa  valeur  en  r 

d=P='\drdadeci)iiP{e'- ~  e-^'. 

En  intégrant  d'abord  par  lapport  à  *■  depuis  r  =  o  il  vient 
d'P=i  doi  dP  cos  e  (e-""  —  e'"-  —  4r}. 

Pour  la  sphère  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées  r  ne  dépend 
pas  de  P  et  co.    En  intégrant  par  rapport  à  co  depuis  (o  =  o,  jusqu'à  «  =  2?r  et 

par  rappdvf  à  f  de])uisP  =  o  jusqu'à  6  =  '.,  et  en  doublant  le  résultat  il  vient  pour 

le  vulume  do  la  sphère  entière  \  (e''"  —  e""'  —  4a-)  ((iiiime  plus  haut. 

Prenons  maint»  nant  une  partie  S  de  la  d'une  surface  sphère  limite  terminée 
par  un  contoin-  rentrant  sur  lui  même,  menons  par  les  différents  points  de  ce 
contour  (les  ili'oites  piii-allèle^  à  l'axe  di' la  s])hèie,  ils  foninTont  une  surface  que 
nous  nommerons  par  analogie  conique  cr  qui  s'étend  indéfiniment  des  deux  cô- 
tés, mais  dont  nous  ne  considéi'ons  que  la  partie  située  du  côté  de  parallélisme 
des  axes  de  la  sphère  limite.  Soit  S'  la  partie  d'une  seconde  sphère  limite,  dont 
les  axes  sont  pai-allèles  aux  axes  de  la  première  et  dirigés  en  même  sens,  par- 
tie qui  est  située  dans  l'intérieur  de  la  surface  conique.  5,  S'  et  la  partie  de  la 
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suifaco  ntiiiqiiL'  située  entro  les  dfux  sphùres  limites  nMileniieiif  un  v.diiiiir  fini 
«Il  foiit  sens  (|iic  nous  iiniis  jiiniinsDiis  de  «It'teniiiimr.  Xoiiiiiions  c  la  iiaitif  d  nu 
axe  des  deux  sjilières  iiitercejifte  ciifre  elles.  a|ipli(|iiiiiis  une  liiii;;ueur  i^ale  à  «• 
jiliisieuis  fois  sur  un  des  axes  de  la  preiiiièn;  splièrt;  (jiii  passe  jiar  un  des  point 
du  «oiitour  de  S  à  iiartir  du  [loiiit  ou  cet  axe  perce  S'  rt  iir'Ikjiis  jiar  les  jioiiit.s 
de  division  des  sphères  limites,  dont  les  axes  soient  ]iarallèles  aux  axes  des  d»'iix 
premières  et  diri^'és  eu  mènu'  sens.  Soient  S",  S""  etc.  lus  jiarties  de  ces  sphères 
limites  consécutives  comprises  dans  la  surface  coiiitpie.  ]|  suit  facilement  d.-  ce 
qui  a  été  dt'iiioiitrt-  plus  haut  j>ar  rapport  aux  arcs  de  cercle  limite  située  com- 
me le  Miiit  les  parties  de  sphère  limite  (pie  iiuiis  considérons  mainteiiaiif  (|u  on 
aura  toujours 

S'  ~  S  €-"■ 
S"  =  Se-"- 
5'"=  S:-"     .'t  ainsi  de  suite. 

Nommons  de  mémo  P,  P',  P',  P'"  etc.  les  volumes  interceptés  ](ar  la  sur- 
face conique  entre  S,  S';  entre  S'.  S"  et  ainsi  de  suite  et  faisons  attention  à  ce 
que  les  volumes  P,  P.  P"  etc.  doivent  être  jinipoitioiiiiels  aux  surfaces  i>'.  S'.  S'  etc. 

Nous  devons  donc  avoir 

P  =  VS 

oii  C  est  iiiu'  fonction  de  c  seule;  il  suit  de  la  (pie 

P'  „CS'  =CSf-" 

P"^CS"~CS>r"     et  ainsi  de  suite 
oc 
La  somme  ^P"     sera  donc  le  volume    comjiiis    daii>i  la  surface    conique, 

o 

dont  la  Itase  est  S  et  (pii  est  indetiniinent  prol(Ui.i,'ée  du  cijté  du  parallélisme  des 
génératrices.  Soit  K  ce  volume,  iiniis  aurons 

cette  frrandeiir  ne  dnit  pas  dépendre  de  c.  ci'  »jui  exifie  qiidn  ait 

C'=  (1  —,'-"\  A  \ 

011  A  est  un  noniltre  alisolii.  et  cominc  l'unité  de  volume  est  arbitraire  umus 
prendrons 

C=  :  (1  —  (-") 
dans  le  but  que  le  \tdumi'  P.  étant 

P-  '  5(1  —  c-"-) 
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dovifiirif  F'^cS  sir  est  infiiiiiiR-iit  petit,  cxincssidii  (|iii  coïiitidt'  .-ivof  I  expression 
du  Vdliiine  d  un  prisnu'  de  base  S  et  de  hauteur  r  dans  la  i,'-é(iinétrie  erdinaire. 
On  j)eut  encore  prendre  pour  l'élénient  de  volume  le  volume  («impris  dans  une 
surface  conique  formée  paries  axes  d'une  surface  de  sphèic  limite,  axes  qui  sont 
menés  par  tous  les  points  du  ((infuur  dune  partie  de  cette  surface  intiniiueiit  pe- 
tite dans  tout  sens. 

Le  grand  nombre  d'expressions  différentes  pour  l'élément  de  la  même  gran- 
deur géométrique  doniu-  des  moyetis  pour  la  comparaisons  des  intéirrales.  movens 
qui  sont  surtout   utiles  dans  la  théorie  des  intégrales  <létinies 

Ayant  montré  dans  ce  qui  précède  de  iiuelle  manière  il  faut  calcuhr  la  lon- 
gueur des  lignes  coui-bes,  l'aire  des  surfaces  et  le  volume  des  ciu'ps.  il  iu)us  est 
IH'iinis  d'atfirmer  que  la  Pangéoniétrie  est  une  doctrine  géométri(|ue  complète,  l'n 
simple  coup  d'oi  il  sui-  les  équations  (19)  (jui  ex])rim{'iir  ia  dépendance  existante 
entre  les  côtés  et  les  angles  des  ti'iangles  rectilignes  est  suttisant  pour  déiuontrer 
qu'il  j)artir  de  là  la  Pangéoniétrie  devient  uni'  méthode  analytique  qui  remplace 
et  généralise  les  méthodes  analytiques  de  la  gi'iiméfiie  ordiniiiie.  On  pourrait 
commencer  l'exposition  delà  l'angéométiie  pai'  les  équations  (1!))  et  même  essay- 
er de  substituer  ii  ces  équations  d'autres  ((iuatioii>  qui  expiimeraieiit  les  dépen- 
dances entre  les  angles  et  les  côtés  de  t(iut  triangle  réctiligne:  mais  dans  ce  der- 
nier cas.  il  faudrait  démontrer  que  ces  nouvelles  équations  s'accordent  avec  les 
notions  fondamentales  delà  géométi'ie.  Les  équations  (l'.J)  avant  été  déduites  de 
ces  notions  fondamentales  s'accordent  donc  néccessairenient  a\t'c  elles  et  toutes 
les  équations  ({u'on  pourrait  vouloir  Icui'  substituer  (loi\eiit.  si  ces  équations  ne 
sont  pas  une  suite  des  équations  (19i.  cmiduiie  à  des  résultats  contraires  à  ces 
notions.  Ainsi  les  équations  (1!))  sont  la  base  de  la  géométrie  la  plus  générale 
puisqu'elles  ne  dépendent  ])as  de  la  sui)i)osition  que  la  somme  des  ti'ois  angles 
de  tout  triangle  rectiligiir  est  égale  ii  deux  angles  di-oits. 

La  Pangéonu'trie.  (|ui  est  fondée  siii-  des  |)iinri|)es  certains  et  «pii  a  été  dé- 
veloppée dans  ce  qui  précède,  donne,  comme  on  a  vu.  des  méthodes  jiropres  à 
calculer  la  valeur  des  diflëicntes  grandeurs  géométi'i(|iU's  et  dcmouîre  eu  même 
temps  (|ue  la  supposition,  (pie  la  valeur  de  la  somme  des  trois  angles  de  tout 
triangle  ractiligne  est  constante,  siipjxisitiou  adoptée  explicitement  ou  iiuplicite- 
ment  ilans  la  géométrie  oi'dinaire.  n Cst  pas  une  conséipieiice  nécessaire  de  nos 
notions  sur  l'espace.  Il  n  y  a  (pie  lexpérience  (jui  puisse  confirmei'  la  vérité  do 
cette  supposition,  par  exemple  par  la  mesure  elfective  des  tidis  angles  d'un  ti'iangle 
réctiligne,  mesure  (jui  jxut  être  effectuée  de  diftérentes  manières,  (lu   peut  mesii- 


—  G79  — 

]vv  les  trois  angles  d  un  triant,'!»'  nctili^'iir  coiisti-iiit  sur  un  jilaii  aititicici  unies 
trois  angles  d'un  triant^Ic  rrrtilitînc  dans  rcspacf.  Dans  te  dernier  cas  on  devra 
Itrélerer  les  trian;,'ies  dont  les  cotés  sont  très  jj;rands,  pui.-que  d'après  la  Pangéo- 
initrié,  la  ditl'erenre  entre  deux  angles  droits  et  la  somme  des  trois  angles  d'un 
triangle  i-ectiligne  est  d'autant  plus  grande  (pie  les  côtés  sont  plus  grands. 

Soit  r  le  raymi  d  iiii  criclf,  A  im  aimlf  au  rentre  dont  les  côtés  coniju-en- 
nenf  un  arc  soustendu  j)ai-  une  clKude  égale  à  r.  Nommons^  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centn;  du  cercle  sur  cette  cliorde,  (pii  est  divisée  en  deux  parties 
égales  par  le  i)ied  de  la  perpendicidaire.  Considérons  un  des  deux  triangles  rec- 
tilignes  rectangles  formés  par  cette  perpendiculaire,  les  rayons  du  cercle  situés 
sur  les  (ôté's  lie  I  angle  A  et  la  cliorde,  triangle  dont  l'hypoténuse  sera  r  et  les 
côtés  perpendiculaires  entre  eux  :  r,  p. 

D'après  réipiation  générale  (i;l)  on  aura  dans  ce  triangle 

sin  l  A  tang  JI  {-,  r)  =  tang  7/  (  rj 

équation  qui.  coniltiiiée  avec   l'équation  indentiquc 

1 

tang //()■)=  -^V 

2  cos  n  (i  r) 
donne 

sin  '.  yl  =  :sin  //(rr). 

Dans  la  géométrie  ordinaire  on  a 

Sup))osons  que  la  mesure  etîectivc  donne 


où  A'  est  un  iifiuibro  positif. 
On  devra  donc  avoir 


A-    ■'" 
^-  6  +  Â- 


Si  r  ot  TT  sont  donnés  on  peut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  n(,  n 
•A  l'aide  de  quoi  on  peut  trouver  l'angle  de  j)arallèlisme  II  (x)  p(»ur  toute  lignez, 
l-es  distances  entre  les  corps  célestes  n«Mis  fournissent  le  moyen  d'idtserver  les 
angles  de  triangles  dont  les  côtés  sont  très  grands.  S..it  a  la  lafitiul,.  géocentri- 
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i|iic  (riiiic  l'toilc  ti\c  ;i    iiiic  ('])0(jiio  tixo  et  /?    iiii»'  .iiitii'   l,-itituili'  i;('ii(ciiti'i(|iii'  (1(( 

la  iiiôiiic  (■toile,  latifiidc  (|ui  ciinTsiiund   ii   rc|i(ii|ii('  où   la   torrr  nc  troii\c  de  iioii- 

veaii  ilans  le  plan    pcriifiidiciihurf  à  ri'(li|iti(|iii'.    iikiic  par  sa  |)i-ciiiiri-('  |)iisirioii 

(c'est-à-dire  la  position    oii  la    latitude    de  l'i'toile    était  ay.    soit  'i.f  la  distance 

entre    ces  deux  positions  de  la  terre  et  (V    l'anule  sons  lei|uel    est  va  la  distance 
2a  (le  Tétoile. 

.Si  les  aiis"l(>s  a.  /S.  â  no  satisfont  pas  à  la  i-elation 

a  =■  i"  +  (\ 

ce  sera  nn  sii^ne  ((iie  la  somme  des  trois  angles    de  C(>  triangle   ditïèi'e  de  deux 
anL':les  droits. 

On  i)eut    choisir    l'i'toile  de  niani(-'iv  cine  (î    soit    ('.u'al  à  z('to  et  on  pourra 

toujiiuis  snpixisor  (|U  il  existe  une  lif^iu:'  r  telle  f|ue 

Il  (x)  =  a. 

Si  (î=o  les  droites  menn(>es  des  deux  positions  delà  t(>rre  àlétoile  peuvent 
*'tre  ecnsi'o?;  parall(>l(^s  (>t  par  conséquence  ini  (hnra  avoir 

/?  =  /i  (:*'  -t-  2n) 

d'oîi  il  suit,  d'aïuès  ce  qui  a  été  démontré  plus  liant  que 

tang  l  a  =  t~' 
tang  ;/?  =  c~'~-"^  . 

Toutes  les  fois  que  rohservation  aura  donné  pour  une  étoile  jiai-  ra])port  à 
laquelle  l'angle  désigné  par  8  (>st  zéro,  deux  angles  a.  ft  différents  les  deux  der- 
ni('res  é(inations  donneront  x  q\  a  exprimés  an  moyc'ii  de  la  ligne  prise  poui' 
unité  dans  la  Pangéométrie.  Ayant  ainsi  la  ligne  x  qui  correspond  à  un  aniiie 
de  paralh'lisme  II  (x)  on  poiiri'a  calculei'  l'angle  de  parallélisme  //(//i  ]ionr  tonte 
ligne  y  donnée. 
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